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Capitulo 1

Calculo diferencial em R

1.1 Recta tangente a uma curva num dos seus pontos

Recorda-se que a inclinagao de uma recta é o dngulo que a recta faz com o semi-eixo
positivo dos zz. Assim o declive de uma recta que passa pelos pontos My = (xg,y0) €

My = (w1,y1) ¢ igual a

Exercicio 1.1.1 1) Determine o declive de uma recta:
a) que passa pelos pontos de coordenadas (0,1) e (2,—1);

b) paralela ao vector (—1,3).

2) Considere a recta de equagdo x = 1. Qual a sua inclinagio? E o seu declive?
1



2 Calculo diferencial em R

Considerem-se uma fungao f e My = (zo, f(zp)) um ponto do seu gréfico.

Seja M = (z, f(x)) um qualquer ponto do gréfico distinto de Mj.

¥
f(x)

f(x)

A recta MyM ¢ secante & curva e tem por declive

_ J(@) — f(xo)

T — X0

Quando M se move sobre a curva aproximando-se de My, as sucessivas secantes MoM
aproximam-se cada vez mais da posicao da recta t, chamada recta tangente ao gréfico da

funcao f no ponto Mj. Assim, a recta t é a recta que passa por My e tem por declive

m— lim 28 = f(z0)
T—xz0 T — T

1.2 Derivada de uma funcao num ponto; derivadas laterais.

Vimos que o declive da recta tangente a curva de equagdo y = f(x) no ponto My =
(o, f(z0)) € igual a
f(z) — f(wo)

lim —————=,
T—x0 T — XQ

Seja f uma funcao real, de varidvel real, definida em Ja,b[. Diz-se que f é derivdvel

em xg € |a, b se existir e for finito



1.2 Derivada de uma funcao num ponto; derivadas laterais.

a que se chama derivada de f em zg.
Notagao: Escrever-se-d f’(xg) para representar a derivada, caso exista, de f em zg.

Note-se que se lim f(@) = fzo)
r—T0 T — o

for infinito, a funcdo nao é derivdvel em xg, nao

existindo f’(xo). Tal corresponde a uma recta tangente a curva de f em 1z paralela ao

eixo dos yy.

Vimos que f’(zp) = lim M.
z—z0 X — T

Fazendo x = z¢9 + h vem = — x¢ = h, pelo que quando x tende para zg, h tende para

0. Tem-se entao

F(w0) = lim f(zo+h) = f(z0)

h—0 h

Nota 1.2.1 Uma equa¢io da recta tangente ao grifico de f mo ponto (xo, f(zg)) pode

representar-se por

y — f(zo) = f'(z0) (x — x0).

Exemplo 1.2.2

1) Considere-se a fungdo f real, de varidvel real, definida por f(x) = 2% — 1.
verifique que esta funcdo é derivdvel no ponto x = 1.

Resoluc¢ao: Tem-se:

_ 2_1_ _
L@ -F) L 2e1-0 L (@Dt
rz—1 r—1 rz—1 r—1 rz—1 r—1

= lirri(x—l—l) = 2.

Assim f ¢é derivivel emx =1 e f'1) = 2.

2) Seja f uma fungao real, de varidvel real, definida por f(x) = Ll Mostre que f é
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derivdvel no ponto xg = 0.

Resolucao: De facto:

h
limf(0 +h) — 10 = limu = lim——
h—0 h h—0 h—0h — 1
Assim f ¢é derivdvel em xg =0 e f'(0) = —1.

|
|
=

3) Sejam f definida por f(x) = Jx e xy = 0. Verifique se f é derivdvel no ponto xy.

Resolugao: Tem-se:

0+h 0 Jh h3
lim f( * )_ f( ) Im— = Im— = lm— = 4o
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h§

Assim f nao é derivdvel em xg = 0.

Exercicio 1.2.3

1. Utilize a defini¢cao para calcular a derivada das func¢des nos pontos indicados:

a) f@)=23-3x ; x9=1
b @) = — 3
g 2+1 0T
z—1
c) h(x)—x+1 i xo =0

2. Determine uma equac¢do da recta tangente ao grifico de

Vx2 +9 no ponto de abcissa x = 4.

f definida por f(z) =

3. Prove a partir da definicao que sendo f(x) =™, n € N, se tem f' (1) =n.



1.2 Derivada de uma funcao num ponto; derivadas laterais.

Considere-se agora a funcao definida por f(z) = |z|. Tem-se:

T se x>0
-

—xr se x<0

Verifica-se que:

e Nao existe recta tangente ao grafico da fungao no ponto (0,0) mas existem a semi-
tangente & esquerda e a semi-tangente & direita nesse ponto, no entanto com declives

diferentes.

e Nao existe o nimero limM mas existem lim —f@) — f0)
z—0 z—0 z—0t x—0
i @) = £(0)

z—0~ Tr —

(éigualal)e

(é igual a —1). Diremos que a derivada lateral a direita em zg =0

¢é igual a 1 e que a derivada lateral & esquerda em zg =0 é igual a —1.

Definigao 1.2.4 Seja f uma fungdo real de varidvel real e xg € Dy.

Diz-se que f é derivdvel a esquerda de xg se existir o nimero real

i 1) = )
T—T T — o

a que se chama deriada lateral a esquerda de zo e se representa por f'(zy ) ou fe(zo).

Diz-se que [ é derivdvel o direita de xy se existir o nimero real

o 1) = )
:c—»ajg' T — o

a que chama derivada_lateral o direita de o e se representa por f'(xd) ou fi(wo).
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Obviamente a funcao f é derivavel em zg € Ja,b[ C Df se e s6 se existem e forem
iguais f' (zg ) e f' (zg) . Neste caso
f (@) =f (ag) = f (27)-

Observagao 1.2.5 A partir da outra definicdo de derivada tem-se:

f(zo+h) = f(x0)

r (:ca) - hlirglﬁ h
e
. h) —
f’(«ISL) _ hli)%+f(x0+}z f(xo)'

Geometricamente, a derivada & esquerda de xg representa o declive da semi-tangente

a esquerda e a derivada a direita de xg representa o declive da semi-tangente a direita.

Exemplo 1.2.6 Considere-se a fung¢do definida em R por

—22 47 se T <2

f(z) =

rz+1 se T > 2

representada na figura sequinte.




1.2 Derivada de uma funcao num ponto; derivadas laterais.

Tem-se : N
lim —f(:r)—f(Q) = lim B +7-4d
r—2— xr — 2 rx—2— X — 2
_ hm—(x—Z)(x—i—Q)
T2~ xr—2
= i -2 —
Ay 2
= —4.
Portanto f'(27) = —4. Por outro lado,
lim M —  lim Ll_?’
r—2t x—2 r—2+ T — 2
.o —2
= lim
r—2+ T — 2
= 1.

Assim f'(27) = 1. Como f'(27) # f'(27) nao existe f'(2).

Exercicio 1.2.7 Verifique grifica e analiticamente que a funcdo f, definida em R por

22+1 se T <2
f(x) = :

3r—1 se r>2

nao é derivdvel no ponto x = 2.

Exercicio 1.2.8 Verifique grifica e analiticamente que a funcdo g, definida em R por

x2 se <1

20— 1 se rx>1

é derivdvel para © = 1.

Ha casos em que a existéncia da derivada num ponto depende apenas da existéncia de
uma das derivadas laterais.

Por exemplo, seja f a funcao definida por

x se 0<zr<l1

f(z) =

1 se r>1
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Tem-se

FO) = o) = lim?

z—0t T —

1.3 Derivabilidade e continuidade

Teorema 1.3.1 Se uma func¢do é derivdvel num ponto entdo é continua nesse ponto.

Demonstracao. Suponhamos que f é derivdvel em xg, isto é, existe e ¢é finito

lim flz) - f($o)'
r—>T0 X — T

Como

f(x) = f(=o)

(x —x0),z # xg
T — X0

f(@) = f(wo) =

vem

lim [f(z) — f(zo)] = tim L&) = F@0) o (x—x0) = f'(x0)x0.

T—x0 T—x0 T — X0 T—T0

Como f’(xp) ¢ um ndmero real (finito) , conclui-se que

lim [f(x) = f(z0)] = 0

T—T0

isto é

lim f(z) = f(xo)

T—To

0 que prova que f é continua em xy. W
Exemplo 1.3.1 Seja g a fungado definida em R por g(x) = |z + 1.

1. Mostre que g é continua em xg = 1.

2. Averigue se existe g’ (1).



1.8 Derwabilidade e _continuidade

Resolucao:
z+1 se x> -1
g9(x)=
-z —1 se < -1
1.
li = Ul 1 =0
RURIL
lim g(z) = lim (—z—1) = 0
r——1" z——1"
Como g(—1) =0 vem limlg (x) = g(—1) e portanto g é continua em xy = —1.
T——
. (@)~ (1) 10
— — + —
(~1%) = lim L2 I —  m = = 1
L R
_ _g(x)—g(-1) . —x—=1-0
(1) = lim PRI gy, T2 o
g ) - z+1 - x+1

Como ¢’ (—1%) # ¢’ (=17) nao existe g’ (—1).

Verifica-se que o reciproco do teorema anterior é falso, isto é, o facto de uma funcao
ser continua num ponto nao garante que seja derivdvel nesse ponto.
Note que o teorema anterior é falso se admitirmos que as derivadas podem tomar
valores infinitos. Assim, a funcao f : [0,1] — R definida por
1 se x €1]0,1]
f(z)=
0 se z=0

nao é continua a direita no ponto 0 e

i @ =10 120

r—0t z—0 z—0t T
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Exercicio 1.3.2
1. A fungio m estd definida por m(z) = v/x + 5.

(a) Aplicando a defini¢ao de derivada, calcule m'(0) .

(b) A fungédo é continua no ponto 0 ?
2. Considere a fungao real, de varidvel real, f definida por f(z) = |x — 3|.

(a) Mostre que f é continua para T = 3.

(b) Calcule f'(37) e f'(37) para verificar que nao existe f'(3).

1.4 Funcao derivada

Definigao 1.4.1 Seja f uma funcdo real, de varidvel real. A fung¢do que a cada ponto
do dominio faz corresponder a derivada de f em nesse ponto, caso exista, chama-se

funcao derivada de f e representar-se-d por f'.Diremos que f é derivdvel num intervalo

I C Dy se for deriwdvel em todos os pontos de I.

Exemplo 1.4.2 Determinar a funcao derivada da fun¢do definida em R por
z+1 se T =2
fz) =

322 se T <2

Resolucao:

e Determinagao de f'(x) para x > 2. Tem-se:

. f(z+h)—f(x) . x+h+1-2-1
!/ _ — —
frl) = fim I = bm h = b

e Determinagao de f' (x) para x < 2. Tem-se:
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fx+h)—f(x) 3 (x4 h)? — 3z2

f'(x) = lim = lim

h—0 h h—0
. 322+ 6zh + 3h% — 322
= lim = 6.
h—0 h

Determinagao de f'(x) para x = 2. Tem-se:

_ 24+h+1-3
"2t = limY—/——° = 1
UCAD hﬁ(’)ﬂ h

. 3(2+4h)*-3 124 12h+3h% -3
"7y = limfT T2 g -
1) hﬁgl— h hi%l— h >

Nao existe f'(2) pelo que a fungio derivada é
fiR\{2} — R

1 se > 2

b= f@)-

6x se T <2
1.5 Regras de derivacao

a) Derivada de uma fungao constante

Se f(z) = ¢ (¢ constante) para todo o z € R entdao f’(z) = 0.

¥
C f{zx)=¢c
x
1]
Demonstracgao.
. flz+h) - f(z) _c—c .0
/
f(x) 2@) A ézl% - é%h 0, para todo oz €
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Observagao 1.5.1

e A recta tangente em cada ponto coincide com a propria recta representativa da funcdo.

e O declive de uma recta horizontal é igual a zero.

Exercicio 1.5.2 Indique a derivada das funcgées definidas por:

(a) r(@) = —4; (8) sx) = 2 (c) t(x) = V2.

b) Derivada da fungao identidade

Seja f a funcao definida em R por f(z) = =.

¥ f(x)=x
T
4 x

0
Demonstragao. Tem-se:
_ flx+h)— f(x) Czt+h—=x
/ —_— f— —————————— pu—
fia) = fim h R - L

Assim, se f(z) = x entdo f'(z) =1 paratodoo z € R. m

c) Derivada de uma soma de fungoes

Sejam f e g derivdveis num intervalo I e zg € I. Entao f + g é derivdvel em zq e

(f +9) (x0) = f'(w0) + ¢ (o).
Demonstragao. Tem-se:

lim (f+9) ()= (f+g)(x0) f(x) = f(z0) + lim g(w) — g(xo) = f'(zo) + g,($0)'

T—T0 Tr — X0 T—T0 r — X0 T—T0 T — X0
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Assim f + g é derivavel em xzg e

(f +9) (z0) = f'(20) + ¢ (x0).

Exercicio 1.5.3 Determine a derivada de cada uma das funcdes definidas por:

(0) f(z) =2 +2; (0) g(a) =5 + (¢) hz) = = — V2.

d) Derivada do produto de uma constante por uma fungao

Sejam f derivdvel num intervalo I, X € R e x¢ € I. Entao a fungcao \f é derivédvel
em Ig e
(AS) (o) = Af' (w0) .-

Demonstracao. Tem-se:

L ON@ O @) @) )

T—x0 x* — X T—T0 T — o

A (o) -

Logo A\f é derivdvel em xg e

(AS) (o) = Af' (o).
Exercicio 1.5.4 Calcule: )
(1) (20)'; w (~32) (c) (32 +5)'

@ (3-30) (e) (~3a)'

e) Derivada de um produto de fungoes

Sejam f e g derivdveis num intervalo I e zg € I. Entao fg ¢é derivdvel em I e

(f9) (z0) = f'(xz0) g (z0) + f (20) ¢ (z0) -
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Demonstragao. Tem-se:

(f9) (x) = (fg) (xo) _ f(x)g(x) = f(x0) g (x0)

T — X0 Tr — X

e somando e subtraindo f (x¢) g (z) vem:

(F0) ()~ (Fo) (20) _ £(&) = F(a0) (s (@) =0 (o)

T — X0 T — X0 Tr — X

Quando z — xg, ¢g(z) — g (xp) pois g é continua (é derivdvel em zg), logo:

g YD) = U0 o) P = F o) 9 ()

T—x0 T — X0 T—x0 T — X0 T—x0 T — X0

= g(x0) f' (z0) + f (z0) g’ (x0) -

Assim fg é derivdvel em xg e

(f9) (z0) = f' (z0) g (z0) + f (z0) ¢ (o) -

Nota 1.5.5 FEsta propriedade verifica-se para um nimero n de funcgoes derivdveis em I,

isto é:
(f1fo- fn) (o) = f1 (20) f2 (0) .- fr (m0)+f1 (x0) f5 (20) - fr (@0)+ 11 (20) f2 (w0) .. £, (w0)

Exercicio 1.5.6 Calcule a derivada da func¢ao definida por f (x) = (x — 1) (x — 3).

Consequéncia: “ Derivada da poténcia de expoente natural ”
Sejam f derivavel num intervalo I e xg € I. Entdao f™,n € N ¢é derivdvel em xg e
(f") (zo) = nf"* (z0) f' (z0) -

Exercicio 1.5.7 Calcule:

(a) (:L‘?’)I; (b) (3z% — bz + 1),; (c) [(w + 3)5}/.
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f) Derivada de um quociente

Sejam f e g funcOes derivdveis num intervalo I e xg € 1.

Se g (xzp) #0 e f ¢é derivdavel em xg, tem-se
g

<i)’ (o) = [ (@o) g (w0) — f (w0) g (x0)
9 lg (z0))” ‘

~ . . 1
Demonstracao. Vamos estudar em primeiro lugar a derivada de —.
g

Tem-se:
1 1 1 1
PR A 9@ g _ -1 g(x) —g(x)
T — xo T — To g(®)g (o) -0
e portanto
1 1
. §<$) —5(960) s
T=T X — I lg (z0)]?

o1 .
Assim — ¢ derivavel em zg e

1Y g’ (o)
B2
g [g (20)]
Entao, atendendo ao que se disse para a derivada de um produto de fungoes, i é derivével
g

em xg e

Exercicio 1.5.8 Calcule:

w(rs): o) ©ES):

!/

r—1 3
T4+ 3
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Consequéncia: “Derivada de uma poténcia de expoente inteiro negativo”

Seja f derivdvel num intervalo I , n € N e xy € I. Suponhamos que f (z¢) # 0. Entao
f7™ & derivdavel em xg e

(f—n)/ _ —nf_"_lf’.
Exercicio 1.5.9 Demonstre o resultado anterior.

Isto significa que a férmula de derivacao para uma poténcia de expoente natural é

valida para expoentes inteiros no pressuposto de que f (zg) # 0.

Exercicio 1.5.10 Mostre que :

v 10 Y 8z z—1\ 3" 3(2-30)?
(a) (z71°) ST (b) [($2_3) 4} :_m; (c) [(2_3x> ] Zw-

g) Derivada da fungao composta

Seja f uma fungao definida sobre um intervalo I, g uma fungao definida sobre o inter-
valo J contendo f(I), e zg € I. Se f é derivavel em g e g é derivavel em f(zg), entdo

go f é derivdavel em x( e tem-se

(g0 f) (o) = ¢'[f (x0)] f'(w0)-
flz)=¥,

E zZ,= (g o )x)

gof

Demonstragao.

@@= (g @) _ . glf @] = glf (o)

T—T0 T — X T—T0 T — o
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Represente-se f (z) por y e f (xg) por yo. Entdo quando x tende para xg, y tende para yo
uma vez que f é continua em xo ( por ser diferencidvel) pelo que

i Yo N @ —(gof)(x0) _ . [9H)—9(y0)  y—y0

T—T0 r — X0 T—T0 Y —1Yo r — X0

_ i 9@ —9(o) (. f(@) — flao)
Y—Yo Y — 1Yo T—T0 T — X0

= g (y0) f'(20)
= ¢ [f (z0)] f'(w0).

Logo g o f é derivdvel em xg e

(g0 f) (z0) =g If (z0)] f'(w0)-

Exercicio 1.5.11 Sendo f(x) =2z — 3 e sabendo que g(1) =4 e ¢’ (1) =2, calcule:

(a) (fog)(1); (b) (fog)(1).

h) Derivada da fungao inversa

Sejam f uma aplicagao bijectiva de um intervalo I num intervalo J e xg € I. Supon-
hamos que f ¢ derivdvel em o com f’ (z¢) # 0 e que a sua inversa f~! : J — I é continua

em yo = f (x0). Entdo f~! & derivavel em f (z0) e tem por derivada
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Demonstragao. Seja y = f(z). Por defini¢ao, vem:

T—T0 T — o T—T0 T — T z—zo L — L0

Y—%

Quando z tende para g, y tende para yo pois f é continua em xzq (por ser derivivel em xy) ,

logo
, 1
f ($0) - 1 T — X0
yi’yO Y=Y
Como x = f~'(y) e mg = f~(yo) vem
, B 1 _ 1
o) = ) — ) ~ Y o)
y—vo Y—Y0
ou seja
(f ) (o) = !
f' (o)

Exercicio 1.5.12 Sendo g uma fungao real de varidvel real invertivel tal que g(2) =10 e

g (2) =4, calcule (g_l)/ (10).

Consequéncia: “ Derivada da raiz ”

Suponhamos que f(z) = {/z com n € N e seja I um qualquer intervalo contido em Dy

tal que 0 ¢ I. Entao f ¢ derivavel em todo x € I e

1
O ——
n xnfl
Demonstragao.
Se y = 2" entdo v = {/y, pelo que se g(z) = x" entao gy = 7/y. Tem-se g'(x) = na™ L

pelo que para todo x em I vem

(6 () = ——

nx”
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onde y = z". Daqui resulta

0 que é equivalente a

Exercicio 1.5.13 Derive cada uma das fungdes definidas por:

(a) t(z) =V ; (b) u(z) = V.

Mais geralmente, como consequéncia do resultado sobre a derivada da funcao composta
vem:

Seja f uma funcao real de varidvel real definida num intervalo I, derivdvel em xg € I,

e tal que f(xg) # 0. Entdo {/f é derivavel em x¢ e

e RN 4 ()
(V) = e

!
3_
Exercicio 1.5.14 Calcule (3 —T) indicando o dominio de validade do resultado.

Observacao 1.5.15 Tem-se /f = f%,n € N pelo que podemos escrever

1\’ f’(.xo) 1_q ’
f" xg) = ———F = nf" T f Zo),
< ) ( 0) n(fn—l)ﬁ (:130) ( 0) ( 0)

e a formula de derivacdo de uma poténcia de expoente inteiro pode generalizar-se para um

expoente racional nas condi¢cdes acima indicadas.

37/
Exercicio 1.5.16 Determine [($2 + 3z + 1) 4] .
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1.6 Derivadas das funcoes circulares

a) Derivada da fungao seno

A funcao seno é derivdavel em R e
!/
(sen )" = cosz.

Demonstragao. Atendendo a que

_ -9
sen p —sen ¢ sen 5 CoS 5
tem-se
h h h
2 sen — 3 — o
i SO0 (x+h) —senzx | el g o8 <$+ 2> I sen g . . h
im = lim = lim im |cos (z+—=]]|.
h—0 h h—0 h h—0 ﬁ h—0 2
2
Como a fungao co-seno é continua, vem
. sen (z+h)—senx _osen g . h
lim = lim coslim (x+ — =1.cosxz =cosx
h—0 h h—0 E h—0 2
2

Assim a funcao seno é derivivel e
!/
(sen z)' = coszx, com z € R.

|
Mais geralmente, sendo f derivdvel num intervalo I, resulta do que se disse sobre a
derivada da funcao composta que a funcao sen (f)é derivavel em todos os pontos de I,

tendo-se:

(sen f) = f'cos f.

Exemplo 1.6.1

(a) Sendo y = sen (2x + 3), temos:

Y = (2x+3) cos (20 +3)=2 cos (2x+3).
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(b) Seja y = sen* (3z). Tem-se:
Yy = 4sen® (3z) [sen (3z)]
= 4 sen® (32) (32) cos (32)
= 12 sen® (3z) cos (3x).
Exercicio 1.6.2 Calcule a derivada de cada uma das fungdes sequintes:
(a) y =sen (22 +1); (b) y = sen® (5x);

(c) y = wsenz? + 3sen (27) ; (d) y = sen® (xg)

b) Derivada da fungao co-seno

A funcdo co-seno ¢ derivavel em R e

(cos z) = —sen z, z € R.

~ T
Demonstragao. Atendendo a que cos z = sen <§ - a:) , vem:

™ ™

(cos x)" = (5 - :L‘)lcos <§ - :E) = —sen x.

Mais geralmente, sendo f derivdvel num intervalo I, cos f é derivavel em todos os pontos

dele

(cos f) = —f" sen f.

Exemplo 1.6.3

(a) (xcos x)' = (v) cos x +x(cos ) =cos x —x sen x

(b)
[cos (22 + 3) + cos® (23:)]/ = —(a2+ 3)/ sen (2% + 3) + 5cos* (2z) [cos (2x)]'

= —2z sen (22 + 3) — 10cos? (2z) sen (2z).
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Exercicio 1.6.4 Determine a derivada de cada uma das fungdes definidas por:

(a) y = cos (32 — ) — ;

(¢) y = cosz + x cos?® (27) ;

(b) y=2cos? (1 —x);

(d) y = senxcos .

c) Derivada da fungao tangente

A funcao tangente é derivdvel no seu dominio, isto é, em

]R\{g—i-km, keZ}

tendo-se
(tg x) = s— =1+ tg? o =sec? 1.
cos? x
Demonstracgao.
(tg )’ (sen m)’ cos? x —sen x(—sen x) 1
) = = = )
& cos T cos? x cos? x

Sendo f uma funcgao derivavel em I tal que f(I) C D, entéo tg f é derivivel em todos os

pontos de I , tendo-se:

(te £ =—L— = f'sec? f.

cos? f

Exemplo 1.6.5

(a)
(vz)'tg (2z+3)+ztg (2z+3)]

= ﬁtg (2z +3) + Vz

tg (2z+3)

2V

3tg? (sen x+1)[tg (sen z+1)]

[Vatg (22+3)] =

cos? (2x + 3)

2V

cos? (2x + 3)

= 3tg?(sen z + 1)coszsec?(sen x + 1)
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Exercicio 1.6.6

1. Calcule a derivada de cada uma das fungoes definidas por:

(a)y:tg< ) () y=tg? (z2+1) ;

T +3

(c) y=cos®z +tg (z sen® z); (d) y =tg? Va2 +1+tg(cos z).

2. Considere a funcdo real de varidvel real definida por:

flz) =4 tg (42).

Em vdrios pontos do grifico de f o declive da recta tangente é 16. FEscreva uma

equacao de uma dessas tangentes.

d) Derivada da func¢ao co-tangente

A fungao co-tangente é derivdvel no seu dominio, isto é, em
{reR:x#kr, kel}

tendo-se

1
(cotg a:)' = == —1 — cotg? z = — cosec? z.
sen® x

Demonstracgao.

1
Como cotg x = ——, x £ kn , k € Z, vem:
tg =

(cotg :n)/:( 1 >':_(tg2rv)’: 1

tg x tg2 z  sen’z

Mais geralmente, se f ¢ uma fungao derivdvel num intervalo I tal que f(I) C D, entédo

cotg f é derivdvel em todos os pontos de I, tendo-se:

f/

/ 2
——— = —f' cosec” f.
sen? f / /

(cotg f)' = -
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Exemplo 1.6.7

(a) [cotg <g - 3$>:|/ =— (g - 3ZL‘>, cosec? <g - 3:[)) = 3 cosec? (g - 3:[)) .

(b) , ,
(sen z cotg \/z)) = (sen z) cotg /T +sen x (cotg \/x)

1
2\/x sen? /x

= cos x cotg+/T —sen x

sen T

COS T COtg \/5— m

Exercicio 1.6.8 Derive cada uma das fungdes seguintes:

1
(a) y = cotg (32° +2z) ; (b) y =1+ cotg? <5 + ﬁ) ;

c =tg(sen x)+ cotg(cos x); d = cot 2x2+sen2x2.
(c) y=tg( ) g ( ) ; (d)y g

1.7 Derivadas das fungoes trigonométricas inversas

a) Derivada da fungao arco-seno

A fungao arco-seno ¢é derivével em |—1,1] e para todo o x € |—1, 1], tem-se:

1
V1—22

(arcsen z) =

Demonstracgao.
Temos que
T T
h:[-1,1 [——,—}
L1 - 53
x — Yy = arcsen x
é a funcao inversa de
T
e,z —-1,1
g [ 2’ 2] - L
Y — x=seny

Como g é derivdvel em [—g, g} e

g () =0 < cos x:0<:>:c:—g\/x:g
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resulta que h é derivavel em todo o z € [—1,1] com excepcao de g(g) = 1ce de
g(—g) = —1, tendo-se:
1 1
P (x)=—— = .
g'(y) cosy

Pela férmula fundamental da trigonometria, vem
cos? y—i—sem2 y:1<:>c:os2 yzl—av2

T
e como y € [—5,5} vem cos y = V1 — 2.

Consequentemente
1

[ ]
Mais geralmente, se f é derivavel em I com f(I) C |—1,1][, arcsen f é derivavel em
todo os pontos de [ e

_F

(arcsen f)

Exemplo 1.7.1
3

(a) (arcsen (3z)) = \/ﬁ;

2 sen x

V1—4cos? =

(b) [sen (3z) + arcsen (2 cos z)]' =3 cos (3z) —

Exercicio 1.7.2 Calcule a derivada de cada uma das sequintes fungoes:
1. y = arcsen (m2 + 1) ;
2. y = sen x? + arcsen x%;

3. y = 2+ arcsen? (Cos2 :n) ;

1
4. y = arcsen — 4+ sen —.
x x
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b) Derivada da fungao arco co-seno

A fungao arco-coseno ¢ derivavel em |—1,1[ e para todo o = € |—1, 1], tem-se:

1
V1—22

(arccos z) = —

Demonstracgao.

Temos que
h:[-1,1
x

[0, 7]

—
— Y = arccos xr

¢é a funcao inversa de

g: [077T] - [_L 1]
Yy — T =Cosy

Entao h é derivavel em todo o z tal que ¢’ (y) # 0, sendo y = h (z) .Como

Jd(y)=0<= —sen y=0<=y=0Vy=m,

vem que h ¢ derivavel em [—1,1] com excepgao de g (0) =1 e g (m) = —1.Além disso,
1 1
W(r)=——= :
g'(y) —seny

2

Atendendo & férmula fundamental da trigonometria, sen? y = 1 — 22 e como y € [0, 7,

entao sen y = /1 — a2

Daqui resulta que

|
Se f & derivavel em I com f () C |-1,1], a funcdo arccos f ¢ derivdvel em todos os

pontos de I e
f/
V1-f2

(arccos f)' = —

Exemplo 1.7.3
2 arccos x

V1i—22

!/
(a) [(arccos :1:)2] = 2 arccos z (arccosz) =
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(b) |tg (3z) arccos <§ - x)}, = 3sec? (3x) arccos (g — x) L8 (32)

Exercicio 1.7.4 Determine a derivada das funcdes definidas por:

1. y= w; 2. y = sen x arccos (2x) ;
x
3. y = cotg (3x) arccos x2; 4. y = x3arccos Va2 — 1.

c) Derivada da fungao arco-tangente

A funcao arco tangente é derivivel em R, tendo-se:

1
(arctg z)" = T3 2 0 bara todo o x € R.
x

Demonstracao.
A funcao
T
x - ]2
B
T — y=arctg x
¢ a funcao inversa de
J-53
——, = —
751793
y — z=tgy

[eg’(az) %0 Vx E}—g,g[ , h & derivdavel em R e para

v 3

Sendo ¢ derivdvel em } —g,

todo o x € R
1 11
g (y) seczy 1+tg2y 1+a2

Se f & derivavel em I entao arctg f é derivavel em todo o ponto de [ e

(arctg f) = %f?

1 2 1
Exemplo 1.7.5 Determine a derivada da funcgao f () = ﬁ arctg %
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Resolugao:

(ﬁarctg L\/y)/ L (230\/—;1)/

3+ (224 1)?

Exercicio 1.7.6 Calcule a derivada de cada uma das fungoes definidas por:

1. y = arctg Va? +1;

2. y =1+ (arctg z)*;

3 t ,/1_332
.y =x — arctg {/ —;
1+ 22

4. y=tg x —arctg (2 sen z).

d) Derivada da fungao arco co-tangente

A funcao arco co-tangente é derivavel em R e para todo o x € R,

1
tg z) = ———.
(arccotg ) T2
Demonstracgao.
A funcao
h:R — 0,7
x — Yy = arccotg x

¢é a funcao inversa de

g:10,7[ — R
Y —  x = cotgy
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Entao h é derivavel em R ( justifique) e para todo o x € R

(R |
d(y) 14cotg?y 1422

b (x) =

Se f for derivdvel em I entao arccotg f é derivdavel em I e

f/

(arccotg f) = T

Exercicio 1.7.7 Determine a funcdo derivada de cada uma das fungdes sequintes:

1. y = 22 4 arccotg (3z + 1);

2. y = sen x + arccotg x?;

3. y = +/1 — arccotg +/T;

2z
x+3

4. y = arctg x arccotg

1.8 Derivada da funcao exponencial e funcao logaritmica

a) Derivada da fungao exponencial de base e

A funcao exponencial de base e é derivavel em R e
() =€, z €R.

Demonstracgao.

Tem-se

. €x+h _e” i e’ (eh o 1) eh -1
m-———=1m-———-"
h—0 h h—0 h h—0 h

Mais geralmente se f é derivavel em I entdo e/ é derivével em I e

(ef>, =el f.
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Exemplo 1.8.1 Determine a funcao derivada de cada uma das fungoes sequintes:

1. y = e3otl,
2. y=en (3z)
Resolucao:

1. (63x+1)/ = 3z 4 1) &3l = 3 3t
2. (ese” (35‘))/ = [sen (3z)]" e %) =3 cos (3z) e*e" (32)
Exercicio 1.8.2

1. Seja f a fungdo real de varidvel real definida por f(z) = €2*°. Escreva uma

equacao da tangente ao grifico de f no ponto de abcissa 2.

2. Calcule a derivada de cada uma das funcées definidas por:
_z 9

(a) y=e 2; (b)y=(x—1)7"—e";

1
(c) y=erresene, (d) y = e"senxz + ex.

b) Derivada da fungao exponencial de base a

A fungao exponencial de base a (a > 0) é derivavel em R e para todo o z € R, tem-se:
(a®) = a” Ina.
z Ina

Demonstracao. Uma vez que a* = e vem

(a®) = (z Ina) €* " =Inae® " =1na o

Mais geralmente se f é derivavel em I, af ¢ derivdvel em I e

(af>, =a’ f' Ina.
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Exemplo 1.8.3 Determine a funcao derivada de cada uma das funcoes sequintes:
(a) 2x2+3x;

(b) arccos (37).
Resolucao:

/
(a) (2I2+3w) = (22 + 3z) 2543 In2 = (20 + 3) 22743 In2,

oy (39 3"In3
(b) [arccos (37)] ~ e A

Exercicio 1.8.4

1. A recta da equagdo y = 2xIn2 + 1 é tangente ao grifico da funcao real de varidvel

real definida por
t(x) = 2%

Determine as coordenadas do ponto de tangéncia.

2. Derive as fungoes definidas por:

(0)y =257 ) y=";
’ cos z’
(c)y= V3o 4 feos T (d) y = arctg (sen 7%).

c) Derivada da fungao logaritmica de base a

A funcgao logaritmica de base a (a € R* \ {1}) é derivavel em RT e

T xeRT.

(log, z)" =
Demonstragao. A funcao

h:Rt — R
x — y=log,x
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¢é a funcao inversa da funcao

1 1 1

3z +1) 3
Exemplo 1.8.5 [log, (3z+1)] = (3z+1)In2 - (3z+1)In2’

Caso particular: Se a = e ( nimero de Neper) vem

(In z) = ! e (nf)=

X

il
7

Exercicio 1.8.6 Calcule a derivada de cada uma das fungées definidas por:

(a) y =logs (z* +1); (b) y = logs (arctg z);
(c) y=logy[tg (e +x)]; (d) y =logy (sen z?);
(e) y =T (z* +1); (f) y=In (¥ +2?);

(9) y = cos|ln (arctg z)]; (h) y =1In(sen x).
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1.9 Diferenciabilidade de uma funcao real de variavel real

1.9.1 Funcao diferencidavel num ponto

Considere-se a funcdo f real de varigvel real definida por f(z) = 2% + 22,

L 3

1+

L

=Y

. —
/_1 o 1 14k

Propomo-nos calcular um valor aproximado de f(1,017), sem calcular (1,017)% nem
(1,017)%. Para tal tome-se = 1 + h.
Para todo o nimero real i temos:
FA+h) =1 +h)?>+ (1 +h)?=2+5h+4h% + B3,
e para h “ pequeno 7, podemos desprezar 4h? e h3, pelo que
f(1+h)=~2+5h.

Portanto,

£(1,017) =~ 2+5x0,017

F(1,017) ~ 2,085.

Podemos escrever:

f(L+h)=2+5h+ (4h+h*) h
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e como f(1) =2, vem

FL+h) = fQ)+5h+e(h) h

sendo ¢ (h) = 4h + h2.

Observe-se que }Lir% e (h) = 0. Diz-se que f ¢é diferencidvel em zo = 1.

Definigao 1.9.1 Diz-se que uma funcdo f definida numa vizinhanca V' de um ponto xg,
é diferencidvel em xq, se existirem um niumero real o e uma fungao €, definida para h # 0
por

flzo+h) = f(xo) +ah+e(h) h (1.1)
com xo+h €V, tal que illir% e(h)=0.
O numero real h, acréscimo da varidvel = costuma representar-se por Ax. O acréscimo

correspondente da fungdo no ponto zg, f(xo + Azx) — f(x) representa-se por Af(zg) ou

Ay(zg).

Assim (1.1) pode escrever-se
Af(zg) = a Ax + e (Az) Ax.

Teorema 1.9.1 Uma funcdo f é diferencidvel num ponto xg se e sé se for derivdvel em

ZQ-

Demonstragao. Suponhamos que f é diferencidvel em z. Entdo por (1.1) pode

escrever-se

f(@o +h) — f(z0)
h

=a+e(h) (note que h #0)

e passando ao limite quando A — 0 vem

f'(@o) = .
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Quer dizer, f é derivavel em xp e f'(zg) = a.

Reciprocamente, suponhamos que f é derivdvel em xy. Entao

lim L@ 1) = F@0) _ oy

h—0 h

pelo que podemos definir £(h) tal que:

fwo +h) — f(x0)

(h) = )

- f,(xO)v h 7& 0.

Podemos entao escrever
f(zo+h) = f(x0) = f'(zo) h+(h) h

com

li =0.
hlir[l)&(h) 0

Resulta do teorema anterior que se f ¢é diferencidvel em z( entao (1.1) pode escrever-se
flxo + Ax) — f(xo) = f/(x0) Az +e(Az) Az

com lim e(Az)=0.
Az—0

Ou seja

flzo+ Ax) — f(zo) = dfzy(h) + e(Ax) Ax

onde

dfuo (h) = f'(z0) Aa.

Definicao 1.9.2 Seja f diferencidvel ( ou derivdvel ) em x. Chama-se aplicagao diferen-

cial de f no ponto x & aplicacdo

dfy 'R — R
Nx  — dfy(Az) = f'(z) A
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Quando nao ha perigo de confuséo, escreve-se df ou dy em vez de df;.

Chamaremos diferencial de f no ponto z com acréscimo Az ao nimero real df,(Ax),
também representado abusivamente por df ou dy quando nao houver confusdo. Assim
escreveremos

dy = f'(z)Ax (1.2)

entendendo-se que dy é o diferencial de f no ponto x com acréscimo Az.

Nota 1.9.3 Se f for a func¢do identidade, uma vez que

y:f($):$, f/(x)zlv

escreve-se por (1.2)

dr = Az,

pelo que daqui em diante representaremos o acréscimo da varidvel x por dx em vez de Ax.

Podemos assim escrever (1.2) na forma

dy = f'(z)dz
ou seja
dy
/ - —

(Notagao de Leibniz para a derivada de f em x)
1.9.2 Aplicacao dos diferenciais ao cdlculo numérico
Suponhamos que f ¢ diferencidvel em x. Entao existem f’(z) e uma fungio e tal que para
dzx # 0,
f(x+dx) = f(z)+dy +e(dx) dzx

com

dl;zlof-: (dx) = 0.



1.9 Diferenciabilidade de uma funcao real de varidvel real 37

Resulta que f(x)+dy é um valor aproximado de f (z + dz) a menos de € (dz) dz. Para
valores pequenos de dzx, o erro ¢ (dx) dz ( diferenga entre o valor exacto e o aproximado)

pode desprezar-se podendo escrever-se
[ +dx) ~ f(z) + dy.

Representando por Ay ou Af o acréscimo da funcdo f no ponto x, quando x sofre o

acréscimo dux,

Ay = f(z+dz) - f(z) = dy.

Exemplo 1.9.4 Determine um valor aproximado do erro no cdlculo da drea de um circulo

de raiol quando se comete um erro no cdlculo do raio de 0.01.
Resolucao:

Represente-se por A a drea de um circulo de raio r, A = 7r?.
Ser=1, A(1) =7 ~ 3,1416.

Seja r =1,01, isto é, r =1+ 0,01.

dyy (dz) = A’(1) x dz = A’(1) x 0,01 = 27 x (0,01) ~ 0.0628

FEntao

A(1,01)A(1) + dyy (0,01) ~ 3,2044.

Exercicio 1.9.5 Considere a func¢do real de varidvel real f derivdvel num ponto xg do
seu dominio D. Em cada caso, (i) calcule a deriada f'(xzg); (ii) determine a func¢ao
diferencial df; (iii) calcule o acréscimo Afy, e compare com o diferencial dfy, para os

valores dr = 0,1 e de = 0,01.

1. f(z) =322 -2 0= 0;
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Exercicio 1.9.6 Calcular um valor aprozimado de

(a) /28 ; (b) sen61°.

Exercicio 1.9.7 A aresta de um depdsito de forma cibica sofre por aquecimento uma
variagdo de 100 para 100,001 unidades. Calcular a varia¢do aproximada do volume do

depdsito.

Observagao 1.9.8 As regras de operagées com aplicagoes diferencias sao semelhantes as

regras de derivacao. Por exemplo, vejamos que se f e g sao diferencidveis em I, vem:

d(fg) =df g+ f dg.
De facto, para todo o x € I, temos
d:(fg) = (f9) (x)dz = [f'(x)9(z) + f(2)g'(x)] do
= [f(z)dz] g(z) + f(z) [¢'(2)dz]

= df g(x) + f(2) dzg

1.10 Derivadas e diferenciais sucessivas

Seja f uma funcao real de varidvel real definida em I C R cuja derivada é uma funcao
/' também definida em I. Se a fungao f’ admitir por sua vez uma func¢ao derivada, esta
¢ dita segunda derivada ou derivada de segunda ordem de f e representa-se por f”. Do
mesmo modo, definem-se as derivadas sucessivas de f: f(™ ¢ a derivada da derivada de
orden (n — 1) de f, isto &,

£ = (fmfl))ﬂ

Convencionamos que a derivada de ordem 0 é a prépria fungao, isto é,

1o=r.
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Exemplo 1.10.1 Suponhamos que f(x) = In x e procuremos uma expressao da derivada

de ordem n.

Resolucao:

fie) == L) = ) =
F@O@) =222 p ey = X2

X

Observando as sucessivas derivadas, conclui-se que

(=)™ (n - 1)!

:U’I’L

F)N (@) =

Exercicio 1.10.2 Sendo y = sen (4x), mostre que y"' + " + 16y’ + 16y = 0.
Exercicio 1.10.3 Sendo g(z) = €5*~1, determine g™ (z).
Vimos que a aplicacao diferencial de f em z é aplicacao
dfy :R — R

definida por
df; (dz) = f'(z)dw.

Mais geralmente, se existir f(™ (z), a aplicagao d" f, serd definida como sendo a difer-

encial da diferencial de ordem (n — 1), isto é:

d"f =d(d"'f).
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Como d(f'(z)) = f"(z) dz e d(dx) =0 ( pois dz € R) vem
d*y = f"(x) (dz)*,

escrevendo-se

d2y = f(z) dx?

se supusermos que dz? = (dz)?.

De um modo geral, escreve-se:
d"y = ) (z) da"

sendo dz™ = (dz)" .
Resulta desta notagao que podemos escrever

_dy
dzn’

£ (x) ( Notagao de Leibniz)

1.11 Regra de Cauchy

Se as fungoes f e g admitem derivada numa vizinhanga de um ponto a, e se

lim f (z) = limg (z) =0

a—a a—a
e se existir
/ /
e entéo Jm T = hm S
Observagao 1.11.1
(i) A regra de Cauchy é aplicdvel quando a é (+00 ou — 00).

o f@) ()
xEI:Itloog (ZL‘) o xll)r:iloo q' ($) ’

. » i o0 i i
(ii) E igualmente aplicdvel no levantamento de indeterminagoes do tipo —, seja a finito
00

ou infinito.
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Exercicio 1.11.2 Mostre que:

. -1 1 3 2 T _ 1
(a) lim S - ; (b) lim A =0; (c) lim—— =

rz—0+T T sen x 2 z—toox €T — z—0 T e —

Observagao 1.11.3 A "reciproca” deste teorema nao é verdadeira, como o prova o ex-

emplo sequinte.

Sejam:
z? sen — se xT#0
f(z)= i g(x)=sen z
0 se =0
ea=0
Tem-se:
2
x° sen —
1 il ): i L — lim limz sen — = 0,
a—0g (z) +—0 sen x z—0sen  z—0 x
enquanto que
! 1 1 1
I (@) = 2r sen — —cos —
g () cos x x x

que nao tem limite quando x — 0.
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1.12 Sentido de variacao de uma funcao

Vamos analisar os seguintes graficos

b Y y=£ix) ¥
¥=£{x) !
| :
] | 1
I X I b X
1 1 1 T T -
ol N
: ] | J: T ! |
/ . " N
Gréficol Grafico2
Y
=f
¥=£ (x) ¥=rin
Y,
X
| | |
1 | 1 -
a b x
Grafico3

Gréfico 4

Verifica-se (grafico 1) que a derivada é positiva em qualquer ponto de |a,b| e que a
funcao é estritamente crescente em |a, b] . Note-se que a derivada pode ser nula num ponto
de Ja,b] ( gréfico 4 ) mantendo-se a funcao estritamente crescente. Para que tal ocorra,
os pontos onde a tangente & curva é horizontal tém de ser pontos isolados.

Se a derivada for negativa em todos os pontos de |a, b|, a funcao serd decrescente nesse
intervalo ( grafico 2).

Finalmente se em qualquer ponto de |a, b| a derivada ¢ nula entao a fungao é constante

nesse intervalo ( gréfico 3 ).
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Teorema 1.12.1 Seja f derivdvel num intervalo |a, b].
(i) Se para todo o = € Ja, b, f'(x) é positiva entdo f é estritamente crescente em ]a,b|.
(1) Se para todo o x € la, b, f' (x) € negativa entio f é estritamente decrescente em |a, b|.

(iii) Se para todo o x € Ja,b[, ' (x) é nula entdo f é constante em ]a,b].

Exemplo 1.12.1 Determinar os intervalos de monotonia da funcdo definida por

241
h = .
Resolucao: Tem-se
—4
W (r) = ———
(% —1)

Wx)=0&z=0Az#1Ax#—1.

T -0 | —1 0 1 +o00

h'(x) | + s/s|+ |0]— |s/s|—

hz) |/ 1s/s| /10N [s/s |\

Portanto h é crescente em |—oo, —1[U]—1,0[ e decrescente em ]0,1[ U |1, +o0].

Exercicio 1.12.2 FEstude a monotonia das fungoes definidas em R por:
1. p(z)=1-2 — 423

2. q(x) = —

8. m(x) = (222 +3)e "
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1.13 Extremos relativos

1
1
Minimo I
1
1

L

Defini¢ao 1.13.1 Sejam f uma fungao definida num intervalo [a,b] e x¢ € |a,b[. Diz-se
que [ atinge:

(i) um mdzimo (resp. um minimo) relativo ou local em xg ou que f(xg) é um mdximo
(resp. um minimo) relativo de f, se existir uma vizinhang¢a V de zo tal que para todo o

zeV,

flx) < flxo)  (resp. f(z) = f(20))

(i) wm mdximo (resp. um minimo) relativo ou local em a ou que f(a) é um mdzximo

(resp. um minimo) relativo de f, se existir uma vizinhanga V de a tal que

reVAar>a= f(z)<f(a) (resp. f(z) = f(a)).

(iii) um mdximo (resp. wm minimo) relativo ou local em b ou que f(b) é um mdximo

(resp. um minimo) local de f, se existir uma vizinhan¢a V' de b tal que
reVArx<b= f(zx) < f(b) (resp. f(x) > f(b)).

Nota 1.13.2 Um extremo ( mdzimo ou minimo ) f (xg) € absoluto se para todo o x € Dy

se verificar f (x) < f(xo) (mdximo) ou f (x) > f(xg) (minimo).
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Exemplo 1.13.3 Indique os extremos relativos e absolutos das fungées cujos grificos sao:

Yn_ rdl.

L

L

¥,
¥

L

Ll

L

Teorema 1.13.1 Se f tem um extremo em xg € |a,b[ e se ' (xg) existe, entio
I (zo) =0.

Demonstragao. Suponhamos, por exemplo, que f (zp) é um mdximo. A existéncia
de f’(zo) implica a existéncia e a igualdade das derivadas laterais f' (zg) e f ' (zg) .
Como f (z) < f (x¢) para todo o  numa vizinhanga de xg, temos

f/ (xa—) _ lim f (x) - f (xO) <0

T—T T — Xg
r>xzQ

)

F) = Jm T 20

donde f'(zo) = f' (z§) = f'(z5) =0. =

Nota 1.13.4 Um ponto zg € |a,b[ tal que f'(xg) =0 chama-se ponto critico ou esta-

ciondrio para f.
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A reciproca do teorema anterior é falsa: Se f’(zp) = 0, f nao tem necessariamente

um extremo relativo em zy. E por exemplo o caso da funcio f definida por f () = 23 no

ponto 0.

Vimos que f pode ter extremos em pontos criticos. No entanto uma funcdo pode
admitir um extremo em xy sem ser deriviavel em zy (diz-se entdo que zp ¢ um ponto
singular para f ): A fungao definida por f(z) = |z| tem um minimo no ponto zg = 0

mas nao é derivdvel nesse ponto.

Podemos resumir da seguinte forma: Uma fungao definida num intervalo sé pode atingir

um extremo num ponto critico, num ponto singular ou nas extremidades do intervalo.
1.13.1 Determinacao dos extremos

a) Suponhamos que zj é um ponto critico para f

Teste da primeira derivada

x X0 x X0
N I O O 1 [ R
f(x) |\ | Min. | flx) | /| Max. | \,

e Se no ponto xg a derivada passa de negativa a positiva entao f tem um minimo local

em xg.
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e Se no ponto x( a derivada passa de positiva a negativa entao f tem um méximo local

em xg.

Em alternativa ao teste da primeira derivada pode usar-se o teste da segunda derivada.

Teste da segunda derivada

e Se f"(x9) > 0 ou lim —f/ () — f' (o)

T—TQ xTr — :L‘O

= 400 entdao f atinge um minimo relativo

em .

e Se f’(x0) <Oou lim f1(@) = f' (20)

T—1x0 T — xg

= —o0 entao f atinge um méximo relativo

em xg.

e Se " (z9) = 0, seja m a ordem da primeira derivada que é diferente de zero no ponto
Zo.
FImD (@) = fmD (o)

- Se m é par e f0™ (z0) > 0 ou lim = 400, f atinge um
Tr—IQ T — :L‘O

minimo relativo em zg.

(m—1) _ £(m-1)
- Se m é par e f0™ (z0) < 0 ou lim / () = f (z0) = —o0, f atinge um
T—T0 T — X0

méximo relativo em xg.

-Se m é impar, f nao tem extremo em xg.
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Exemplo 1.13.5 Determinar os extremos relativos da funcao definida em R por
g (z) = 22* — 1222 + 10.
Resolucao:
Dy=R e ¢ (z) = 83 — 24x, pelo que g s poderd ter extremos em pontos criticos.
g (@)=0 < 8z(z*-3)=0
— z=0Vz=-—/3Vz=+3.

Assim os pontos criticos sio —/3 ,0 e /3.

Teste da primeira derivada

T —00 —/3 0 V3 +00

8z | — = - 0 ¥ + +
23]+ 0 - - - 0 T+
g (x) | — 0 + 0 — 0 +

g(x) N | =8 (Min.) | /|10 ( Mézx.) | \, | =8(Min.) | /

A fung¢do tem um mdximo relativo igual a 10 para x = 0 e minimos relativos iquais a —8

para x = —/3 e x = /3.

Podemos usar, em alternativa, o teste da sequnda derivada.

Tem-se: ¢" (x) = 24z2 — 24

g" (0) = =24 <0, g tem um mdzximo relativo para x = 0 igual a g (0) = 10.

g" (—V3) = ¢" (V3) > 0, g tem minimos relativos para x = —/3 e x = /3, iguais a

9(V3) =g (-v3) =8,

Exercicio 1.13.6 Determine, se existirem, os extremos relativos de cada uma das sequintes

funcoes definidas em R por:
2z

a) h(z) =% -3z ; b) m(x) =a* —223 42 ; C)n(w):x2+4;

d) p(x) =logy |16 — 22| .
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1.18 Extremos relativos

b) Teste para pontos singulares

Suponhamos que zy é um ponto singular para f , isto é, nao existe ou é infinito

po £ @) = f (20)
T—T0 Tr — X

x)— f(z
Caso existam as derivadas laterais ou os limites laterais de M quando x
T — X

tende para zg, e estes sejam de sinais contrarios, entao f tem um extremo relativo em xg

Concretamente:
Idh }"n
f{xn}——A f{xn}__l//_
l |
: x : X
Xy . X, >
/ + . f(l’)—f(.%'o)__
Se f ($0)<O(Ouxl£§;l§—x—xo =—00)e
[ (zg) > (Ouxfilg B +00)

entao f atinge um méaximo em xg.

Se f' (zg) >0 (ou limw:—i—m)e

f(zg) <0 (ouwlirilw _ o)

entao f atinge um minimo em xy.

Exemplo 1.13.7 Mostrar que a fun¢do definida em R por
|z + 1| se x <1

33—z se r>1
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tem um mdzimo igual a 2 para r =1 e um minimo igual a 0 para x = —1.

Resolugao: Desdobrando a expressio |z + 1| vem :
-z —1 se < -1
h(zx)=4< z+1 se -1<z<1

3—zx se z>1

Para caracterizarmos a funcdo derivada necessitamos das derivadas laterais nos pontos

—1el.
—z—1-0
M(-17) = li =1
( ) a:—}I—nl* .’L‘+1
z+1-0

1) = 1 =1
( ) :rir?* z—1
R'(17) = lim Soro2 =-1

A funcao derivada tem dominio R\ {—1,1} e é definida por

—1 se r<—1Vz>1

W (x) =
1 se -l<z<l1
Assim nao hd ponto critico e hd dois pontos singulares, xt =1 e x = —1, onde as derivadas
laterais tém sinais contrdrios. Logo para x = —1, h tem um minimo que tem o valor
h(=1)=—=14+1=0 e tem um mdzimo para x =1 e o seu valor ¢ h(1) =1+1=2.

Exercicio 1.13.8 Determine os extremos locais das fungdes definidas por:

a) f(z) =23 em]—o0,2];

sh x

b) g () = V/tgh® © em D, onde tgh © = T
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1.14 Derivadas de funcoes dadas sob a forma paramétrica

1.14.1 Coordenadas paramétricas

Uma alternativa as coordenadas cartesianas é constituida pelas coordenadas paramétricas,

assim chamadas por ser necessdrio recorrer a uma varidvel auxiliar que se designa por

parametro.

Podemos considerar, no plano cartesiano ordinério, as coordenadas x e y definidas em

funcao de uma varidvel auxiliar ¢, a que se chama parametro,

{jiiﬁiﬁ texcR

Quando t varia em X os pontos do plano assim obtidos geram um subconjunto do

plano.

Exemplo 1.14.1 Consideremos

T =2t
9 ,te[-1,2].
y=t"—-1

Podemos construir a sequinte tabela:

1 1 1 1 3
t] -1l -5 -3 | 0| g |5 [1]5]2
1 1
sl—2| -t g0 § 1 [2[3[4]
yl| 0 | =3 | -8B -1]-1L _3 0l313
4 16 16 4 4

e deste modo fazer um primeiro esboco do subconjunto do plano assim obtido.

¥a
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As equacoes

r=9(0) e X CR
y="h(t)

definem uma curva e chamam-se equagoes paramétricas da curva.

No exemplo anterior, as equagoes paramétricas definem uma funcdo y = f (z) mas isto

86 acontece se a funcao g for invertivel, ou seja se g for injectiva.

De um modo geral, as equagoes paramétricas de uma curva podem representar uma

ou mais do que uma funcao.

Exemplo 1.14.2 Identificar a curva cujas equagoes paramétricas sao
T =acost
ya > 0,t € [0,27].
Yy =asent
Resolucao:

Tem-se:

2% + y2 =a%cos’t + a®sen’t = a? (cos2 t + sen? t) = a2,

pelo que temos as equacdes paramétricas da circunferéncia de centro ma origem e raio a,

e as equagoes definem duas fungées consoante t € [0, 7] ou t € [m, 27| .
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1.14.2 Derivadas de fungoes sob a forma paramétrica

Proposicao 1.14.3 Suponhamos que uma funcdo f € definida pelas equagdes

paramétricas
z=g()
,te X CR.
y=nh()
Entao:
dh dy
. dy dt dt
/ _ _ —
) f' @) = — g = — g =
dt dt
d d (dy
: L (5w (%)
(i) f7 () = — = = ——d  —
&z? 0 dr
dt dt
Demonstracao.

z=g(t)
Sejam { ,t € X C R equagoes que definem uma fungao y = f(x).
y=nh(t)

f=hagg "

-1 h

(i) f'(z) =N [g7"(2)] (g_l)/ (z) e pela regra da derivagdo da funcao inversa, sendo

x=g(t), vem

donde
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ou seja
dy
dy_
dx dx
dt
(i)
1" d /
@) = (@)
d

d (dy
dt \ dx

Exemplo 1.14.4 Calcular a primeira e a sequnda derivadas da funcao definida por:

x = cos® t
,te[0,7].

Yy = sen® t
Resolucgao:
d d
—$:—3 cos? t sen t ; —y:3$en2tcost
dt dt
e portanto
dy
dy dt
dx dx
dt

3 sen? t cos t

—3cos? t sen t

- —ut (143
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Além disso
d (dy\ 9
p <%> = —sec”t

d?y B —sec? t sect t

dr?  —3cos? t sen t 3 sen t

donde

Exercicio 1.14.5 Considere a curva definida por

r = e
{ L teR
y=3e

dy
leule ==
(a) Calcule o

(b) Determine uma equagio da tangente a curva no ponto t = 0.
1.15 Foérmula de Taylor

Definicao 1.15.1 Seja f wma funcao real de varidvel real definida no intervalo [c,d] e
admitindo derivadas até a ordem n no ponto a € |c,d[.Entao existe um e um sé polinémio

P de grau nao superior a n tal que
P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), P"(a) = f"(a),..., P™(a) = f")(a).

Este polinémio é definido por

n (k) a "(a (n) a
Py =3 T D ) = () + e —a)+ TP ey Ty
k=0

e chama-se polinémio de Taylor de grau n gerado por f mo ponto a.

Exemplo 1.15.2 Determine o polindmio de Taylor de grau m gerado pela funcdo

f(z) = €® no ponto zero.

Resolucao:

fla)y=e% f(z)=e" f'(x)=e%.sf0 (x) =e"
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logo, calculando no ponto x = 0,

substituindo em (1.3), temos

.’L'2 n

n
x T

Observagao 1.15.3 Por vezes pode ser conveniente usar uma nota¢do que indique a de-

Plz)=14+xz+

pendéncia do polindmio de Taylor P a respeito de f e de n. Indicaremos esta dependéncia

escrevendo

P =1, (f) :
O wvalor desta funcao em x representa-se por
T.f (x).
Se houver a necessidade de indicar a dependéncia a respeito de a, escrevemos
Tof (z;a).
Teorema 1.15.1 O polindmio de Taylor possui as sequintes propriedades:

1. Linearidade

Se c1 e co sao constantes, entao

Ty (erf + c29) = a1l (f) + 2T (9) -

2. Derivagao:
A derivada de um polindmio de Taylor de f é um polindmio de Taylor de f', isto é,

tem-se

(Tnf)l =Th1 (fl) .
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3. Substituicao:

Seja g (z) = f (cx), com ¢ uma constante. Tem-se entao
Tag (x;0) = Tnf (cx;ca).
Em particular, quando a = 0, tem-se

Tng (l‘) = Tnf (037) .

Exemplo 1.15.4 Substituindo x por —x no polindmio de Taylor para e* emcontramos

que
_ z? "
T, (e x):1_$+§+---+(—1)nm
1 1 _ , . .
Ja que cosh (z) = 56”3 + 56 T podemos servir-nos da linearidade para obtermos
1 . 1 a
Top, (coshz) = §Tn (e*) + §Tn (e™®)
N S
N 20 40 T (2n)

A propriedade da derivacao dd-nos

LES l,2n71

TR

Top—1 (sinhz) =1+ 2z +
Definicao 1.15.5 Seja f uma fungao real de varidvel real definida no intervalo [c,d] e

admitindo derivadas até a ordem n+ 1 no ponto a € |c,d[. Definimos por

£ )

Ry, (z;a) = m

(x —a)"" com «€la,z],
como sendo o resto de Lagrange.

Teorema 1.15.2 Seja f uma funcao real de varidvel real definida num intervalo aberto
contendo a com derivadas continuas até a ordem (n + 1) nesse intervalo. Entdao existe

Ry (z;a) tal que:

f™(a)

n!

f(z) :f(a)+f'(a)(:t—a)+%(:p—a)2+m+

(x —a)" + Ry(z;a). (1.4
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Observagao 1.15.6

o A funcio apresentada, no teorema anterior, em (1.4), dd-se o nome de Férmula de
Taylor para a funcdo f no ponto a.

e A R,(x;a) chama-se resto da férmula de Taylor.

e Se a=0 obtém-se a formula de Mac Laurin para f.

Exemplo 1.15.7 Escreva a  féormula de  Mac  Laurin  para a  funcdo

f(z) =¢€".

Resolucao: Utilizando o exemplo 1.15.2 temos,

2 " n+1

x
St
n.

T __
e f1+x+2!

hec para algum c € )0, x].

Exercicio 1.15.8 Calcule o polindmio de Taylor do 3° grau gerado pela funcdo

s .
f(x) = cosx no ponto a = — e escreva a expressao do resto de Lagrange.

1.16 Resolucao de equagoes nao lineares

1.16.1 Introdugao

Neste capitulo estudaremos dois métodos numéricos utilizados para calcular as solugoes
de equacoes nao lineares.

Uma equacao nao linear pode genericamente escrever-se sob a forma

com f: D — R, em que D C R é o dominio de f.

Definigao 1.16.1 Se f(Z) =0, entao diz-se que T é uma raiz da equagao f (z) =0, ou

que T é um zero da funcao f.
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Se pretendermos obter as solugoes de uma equagado algébrica do segundo grau,

az?® + bz + ¢ = 0, basta utilizar a conhecida férmula resolvente

. —b+ Vb2 — dac

2a

Para as equagbes algébricas de grau 3 ou de grau 4 ainda é possivel obter férmulas re-
solventes, se bem que mais complicadas. Para as equagoes algébricas de grau n com
n > 4, Galois em 1832, mostrou que é impossivel obter férmulas resolventes, pelo que ha
necessidade de as resolver numericamente utilizando métodos iterativos.

A exposicao serd centrada exclusivamente sobre funcées reais de uma varidvel real

pertencem a um dos dois tipos seguintes de equacoes nao lineares:

1. as algébricas, que envolvem apenas as operacoes aritméticas bésicas, sendo as equacoes

polinomiais um caso particular importante e ao qual dedicaremos alguma atencao;

2. as transcendentes, que envolvem fungoes trigonométricas, exponenciais, logaritmicas,

etc.

Num método iterativo comega-se com uma aproximacao inicial xo da raiz I a partir
da qual se obtém outra aproximagao x;, desta obtém-se outra aproximacao xo e assim

sucessivamente. Assim , o método gera uma sequéncia de valores

Zo, T1, T2,

que se pretende que convirja para a raiz T da equagao. O processo iterativo termina até

uma aproximacao I, satisfazer a precisdo desejada.

1.16.2 Meétodo da bissecgao

O método da bissecgcdo baseia-se no seguinte coroldrio do teorema do valor intermédio.
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Teorema 1.16.1 Dado um intervalo I = [a,b] e uma fungao f que satisfaz as sequintes

condigoes
[ ¢é continua em [a, b (1.5)
fla)x f(b) <0 (1.6)
entao a equacao
flx)=0

tem pelo menos uma solu¢ao & em la,bl.
Se a funcao f satisfazer as condigbes (1.5), (1.6) e ainda a condigao
[ existe, é continua e nao se anula em |a, b]
conclui-se entdo que a solucdo Z ¢ unica em |a, b|.
Descricao do método
O método da bisseccao consiste em construir subintervalos
I, = [ag, bg] C I = [a,b], E=1,2,... (1.7)

por divisdes sucessivas a meio e investigar em qual dos subintervalos se encontra a raiz,

isto é, determinar em qual dos subintervalos se verifica a condicao

[ (ag) x f(bx) <O0. (1.8)

Deste modo, vamos reduzindo a amplitude do intervalo até atingir a precisao desejada.

O método da bisseccao caracteriza-se entao do seguinte modo:

1. dado o intervalo I = [ag,bx] com k = 0,1,2,... e onde Iy = [ag,bo] = [a,b], a

aproximagao a raiz é conseguida calculando o ponto médio desse intervalo

ag + by
2 )

Thy1 = k=0,1,2,... (1.9)



1.16 Resolucao de equagoes nao lineares 61

2. em seguida consideramos uma das seguintes situagoes:

(a) se f(zk11) =0, entdo k41 € a raiz procurada e o método termina.

(b) se f(ar) e f(xgs1) tiverem sinais diferentes (f (ar) X f (zx+1) < 0), entdo o

intervalo que contém a raiz é o intervalo [ay, 1] e neste caso, faz-se
Ap+1 = Qk [§] bk+1 = Tk+1. (1.10)

(c) se f(ax) e f(zk41) tiverem sinais iguais (f (ar) X f (zx+1) > 0), entdo o inter-

valo que contém a raiz é o intervalo [x41,br] e neste caso, faz-se
k1 = Tht1 e br+1 = by. (1.11)
Deste modo, para as duas ultimas situagoes, podemos garantir que o intervalo
Iiy1 = [ak+1, bky1) C I = [ag, by, k=0,1,2,... (1.12)
continua a conter a raiz da equagao f (x) = 0.

O processo de divisao do intervalo ao meio e a escolha do subintervalo para a iteracao

seguinte, repetem-se, até que o critério de paragem seja verificado.

Exemplo 1.16.2 Dada a fungio f (x) = 3 —3x+1 e usando o método da bissec¢io, pre-
tendemos determinar a terceira aproxrimacdo do maior zero, sabendo que este se encontra
no intervalo [1.5,2.0].

Tem-se assim:
1. Ip =[1.5,2.0]

e f(1.5)=—0.125 < 0;

o f(2.0)=3>0.
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Ponto médio
1.5+2

e f(1.75) =1.1094 > 0.
2. I =[1.50,1.75]
Ponto médio
y = 2O LT os
2
e f(1.625) =0.4160 > 0.
3. Iy = [1.500,1.625]
Ponto médio
s = w — 1.5625.

A terceira aprovimagdo para o maior zero da funcio f (z) = 23 —3x+1 é x3 = 1.5625.

Exemplo 1.16.3 Determine uma aprorimacdo para o maior zero da func¢do
f(z) =+ (z—1)° x sin(z)

usando o método da bisseccao.
Pelo grifico da fungao (figura sequinte) podemos verificar que o maior zero da fung¢do

f pertence ao intervalo Iy = [3,4] e

o £(3)=4.1290 > 0;

o f(4)=—16.4337 < 0.

No ponto médio

_3+4

I 3.5
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o valor da funcgdo é

F(3.5)=—1.9810 < 0

e portanto, conclui-se que o intervalo que contém o zero é I; = [3.0,3.5]; no ponto médio

do novo intervalo o valor da func¢do é

3+3.5
2

) = £(3.25) = 2.0176 > 0

e conclui-se que o intervalo que contém o zero é Iy = [3.25,3.50] ; e assim sucessivamente.

O wvalor do zero é T = 3.3920.

Abaixo ilustramos esquematicamente estas ideias

I() = [a, b]
b+a
I = 5
b1 + a1
To = 2
ba + as
r3 = 5
b + ay
Th+1 = B

20

10

-10

Ip] =b—a
| = b;a
’12|:b2—2a
) = 2

: b—a

o1l = 7
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Obtiveram-se intervalos, contendo z, de amplitude cada vez mais pequena. Sao vilidos os

seguintes majorantes para os erros das sucessivas iteragoes de .

- . b—a
Z,x1 € Ip — |eg, | =T — 1] <
- - b—a
T,x9 €11 — |eg,| =T — 22| < 52
. N b—a
T,x3 € Iy — |eg,| = |T — 23] < 53
. - b—a
T, T4 € Iy — }emkﬂ‘ = ]w —$k+1‘ < W
Da relagao
- b—a
Oé ‘exk+1‘ = |£L'—:L'k+1| Sw—}O
concluimos que
k—+4o0 ~
T1,X2,L3yeeesy Lhyere —> T

Deste modo provdmos o seguinte resulatdo:

Teorema 1.16.2 Seja f (z) uma fungdo continua em [a,b] com f(a) f(b) < 0 e seja &
a unica raiz de f em la,b]. Entdo o método da bisseccao converge e tem-se a sequinte

estimativa de erro
b—a
LA

|€ay| = & — x| <

1.16.3 Método de Newton-Raphson

Descricao do método

De todos os métodos iterativos para a resolucao de equacdes nao lineares, o método de
Newton (ou o método das tangentes ou o método de Newton-Raphson) é o mais conhecido,

oferecendo vantagens do ponto de vista formal e quanto & rapidez de convergéncia.
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O método de Newton-Raphson pode ser usado para calcular as raizes reais e complexas
da equagao f (z) = 0, constituindo o método mais rdpido e quanto mais perto se estiver
da solucao mais rdapida serd a sua convergéncia.

No método de Newton-Raphson, o gréfico de funcao f é aproximada pela sua tangente
no ponto da iteragao corrente e a interseccao desta com o eixo dos zx é tomada como o
novo valor da aproximagcao a raiz da equagao f (x) = 0.

A Figura seguinte ilustra esquematicamente este processo.

y

A equacgao da recta tangente a curva y = f (x) e que passa no ponto (zg, f (x)) €

y=f(x) + [ (zx) (v — xp) (1.13)

e portanto, a sua intersec¢ao com o eixo dos zx ocorre quando y = 0. Logo, a abcissa do

ponto da nova iteragao é

[ (@k)
Thal = Tk — 1.14
+ f/ (xk) ( )
ou seja, o método de Newton-Raphson é definido pela equagao iterativa seguinte:
! (@) k=01,... (1.15)

:Ek‘"-l =Tk — f/ (;Uk)’

sendo x¢ a aproximacao inicial do processo.
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X

--{x

Xk +1 R

<1
P

f ()

Antes de passarmos ao estudo da convergéncia do método de Newton-Raphson convém
notar que, como agora sao necessdrios valores da primeira derivada, a realizacao deste
método implica que se tenha calcular a primeira derivada da fungao f. Se f for uma
funcao com uma expressao analitica muito complicada, o cdlculo da sua primeira derivada
nao serd uma tarefa simples. Portanto, o grande inconveniente deste método reside no

facto de ser preciso calcular analiticamente f’.

Exemplo 1.16.4 Consideremos de novo a equagdo =3 — 2z — 5 = 0.

A equagdo tem uma raiz em [2,3] e aplicando o método de Newton-Raphson, obtemos

a formula iterativa

a:i—Zxk—E)

Th+1 = Tk — 3.2 9
k

Considerando, por exemplo, a aproximacao inicial xg = 2, as sucessivas aproximagoes
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para a raiz da equacdo Serdo:

22 —2x2-5

ro = 2.0945681;
x3 = 2.0945515;

x4 = 2.0945515.

Exemplo 1.16.5 Usando o método de Newton-Raphson, pretendemos determinar a ter-

ceira aprozimacio para o maior zero da funcdo polinomial f (x) = x® — 3z + 1, sabendo

que este se encontra no intervalo [1.5,2.0] e partindo da aproximagado inicial xy = 2.
Aplicando a expressdo iterativa do método de Newton-Rapshon & fung¢do polinomial

dada, temos

. B _ flme) _:1:%—3:%4—1
k+1 k 7 (z5) k —Sxi —3
_ 221
322 -3

e portanto, as sucessivas aprorimacoes para a raiz da equagao polinomial dada sdo geradas
pela expressao iterativa
233% —1
T+l = 555~
3xy — 3

Partindo da aproximacado inicial xg = 2, tem-se

223 — 1
7= =0 — 1.6667;
273 — 1
— — 1.5486:;
2T 323 ’
3 _
vy = 2271 hg0y

© 322-3
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Convergéncia do método

O método de Newton-Raphson é¢ um método de convergéncia local e tem uma convergéncia

quadrdtica, a qual é garantida pelo teorema seguinte:

Teorema 1.16.3 Seja f uma fungdo real de uma varidvel real, pelo menos trés vezes con-
tinuamente diferencidvel numa vizinhanga de T e suponhamos que T é tal que f(Z) =0 e
1 (%) # 0 (ou seja, que T é um zero simples de f). Entao existe um intervalo [T — 6, T + 4],
centrado em T, tal que, qualquer que seja xg € [T — 6,% + 6|, a sequéncia de aprozimagoes
{$k+1}k:0’17“. gerada pelo método de Newton-Raphson converge quadraticamente para T,

com constante de convergéncia assintdtica

L] /(@)
C=- 1.16
2| 7@ 119
|
Nota 1.16.6 A convergéncia do método de Newton-Raphson serd quadrdtica se
(@ #0 (1.17)
sendo de ordem superior se
(@) =o. (1.18)

O teorema anterior garante a convergéncia do método de Newton-Raphson para a raiz
Z, desde que zq seja escolhido ”suficientemente proximo” de . Dai se dizer que o método
de Newton-Raphson é um método de convergéncia local.

Contudo a determinacao do intervalo [Z — §,Z + ¢], referido no teorema anterior pode
ser bastante dificil. Neste caso, o teorema seguinte estabelece condigoes suficientes de
convergéncia do método de Newton-Raphson e as quais se revestem de maior interesse

prético.
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Teorema 1.16.4 Seja f € C?[a,b] e suponhamos que

1.
f(a) x f(b) <O; (1.19)

2.
f'(z) #0, Vz€la,bl; (1.20)

3.
f"(x) >0, Vzé€la,b] ou f"(x) <0, Vzxé€lab]; (1.21)

4

f(a) —a e FiO) —a

'f'(a)‘<b ‘f’(b)‘<b . (1.22)

entdo o método de Newton-Raphson converge para a unica solu¢cdo T da equagdo nao
linear f(x) = 0, existente no intervalola,b|, qualquer que seja a aproximagdo inicial

xo € [a,0].0

Nota 1.16.7

e As condigoes (1.19) e (1.20), garantem que existe uma e uma $6 raiz da equagao

f(z) =0, no intervalo [a,].

e A condigao (1.21) significa que o grifico da fungao f é sempre concavo ou sempre

2

convezo (para x € [a,b]) e que f' é sempre mondtona em [a,b].

e A condigao (1.22), garante que a tangente ao grifico da fungio f quer em a quer em
b intersecta o eixo xx dentro do intervalo [a,b] e portanto, a condigdo (1.22) garante

que as sucessivas aproximagoes pertencem ao intervalo [a,b].
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Como referimos, as condigoes (1.19) — (1.22) garantem a convergéncia do método de
Newton-Raphson para qualquer escolha da aproximacao inicial zg pertencente ao intervalo
[a,b]. Em particular, podemos seleccionar, por exemplo, g = a ou xg = b. Entao qual
serd a melhor escolha?

A expressao
f(zo) x " (z0) >0 (1.23)

conhecida como expressao do extremo favordvel permite resolver a questdo anterior e

portanto, a melhor escolha para a aproximacao inicial zq serd aquela que verificar a equagao

(1.23).

Exemplo 1.16.8 Dada a equagdo polinomial f (x) = x3—3z+1 e sabendo que o seu maior
zero se encontra no intervalo [1.5,2.0], pretendemos determinar qual dos dois extremos de
intervalo é o extremo favordvel.

Nos extremos do intervalo a funcao toma os sequintes valores:
e f(1.5) = —0.1250 < 0;
e f(2.0) =3.0000 > 0.
Por outro lado
f'(z) =32° -3 e " (z) =6z
e portanto,
f"(x) >0, Vzellh52.0].
Podemos assim concluir que o extremo que verifica a condi¢do

f (o) x f" (z0) >0

é xg = 2.0, constituindo o extremo favordvel para a aplicacdo do método de Newton-

Raphson a este exemplo.
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Exemplo 1.16.9 Dada a equacgio (x — 1)e® — 2 = 0, pretedemos determinar qual o ex-
tremo mais favordvel para aplicar o método de Newton-Raphson.

Pelo grdfico da funcao f (x) = (x —1)e* — 2,

T25

verificamos que a equagdo f(z) = 0 tem uwma raiz no intervalo [1,2] e nos extremos do

intervalo

o f(1)=-2<0;
e f(2)=¢*—2=5.3891 > 0.

Por outro lado

f(x) = xe® e f"(x)=(x+1)e"

e portanto,

f"(z)>0, Vzell,2].

O extremo favordvel para aplicar o método de Newton-Raphson é xog = 2, pois é o

extremo em que se verifica a condi¢@o

f (o) x f" (x0) > 0.
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Teorema 1.16.5 Se f é uma funcdo real de varidvel real pelo menos duas vezes contin-
uamente diferencidvel em [a,b], entdo as iteradas do método de Newton satisfazem

1!
Jnas |f" (z)]

2[f" (@m)]

lemt1] = |2 — Ty | < |z — mm‘2

Corolério 1.16.10 As iteradas do método de Newton satisfazem

2

T—Tmt1| S KT — a2
N—_—— ——

€m+1 €m

onde
max |f" (z)]
K — z€[a,b]
2 min} |f ()]

z€la,b

Assim, o nimero de iteragoes necessarias para obter uma precisao € na iterada T,,4+1
é dada pela seguinte forma:

na equacio |emi1| < K |em|? obtém-se a seguinte relacio

2m+1
’

lemi1] < K1) g

logo fazendo

K@) o2 < ¢

e resolvendo esta inequacao em ordem a m obtemos

[ |

" TR




Capitulo 2

Calculo diferencial em R"

2.1 Funcoes de véarias variaveis

Até agora, foram apenas estudadas fungoes dependentes de uma tnica varidvel: a fungao
y era conhecida quando era dado um valor da varidvel independente x.

Todavia, na maior parte dos casos, as variagoes de um fenémeno dependem de vérias
grandezas. Tais fungoes, que dependem de vérias varidveis susceptiveis de variarem cada
uma delas independentemente das outras, dizem-se ”func¢des de vdrias varidveis”. Vamos

estudd-las neste capitulo, dando sobretudo atencao ao caso das funcoes de duas varidveis.

Definicao 2.1.1 Seja D C R™. Uma funcdo f definida em D é uma correspondéncia que

a cada elemento de D associa um unico elemento z € R :

f: D CR" — R
(x1,@2,...,xp) — z=f(z1,22,...,20)

O conjunto D é o dominio de f.
Exemplo 2.1.2

1. A drea A de um rectangulo é o produto da medida b da base pela medida h da altura;

trata-se pois de uma funcio de duas varidveis:

A=bxh=Ff(bh).
73
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2. A intensidade I de uma corrente eléctrica numa resisténcia é func¢ao do valor R
dessa resisténcia e da diferenca de potencial V :

v
I=§=f(v73)-

3. A quantidade de calor W produzida por uma resisténcia eléctrica R é func¢do de R,

da intensidade I e do tempo t; trata-se portanto de uma funcao de trés varidveis:

W=RxI*xt=f(R,I,t).

Exemplo 2.1.3 Determine graficamente o dominio das funcdes definidas por:

1of(zy) =Vt —y?+ Va2 + 2 - 1.
D={(z,y) eR*: 2> —y* > 0A2* +y* - 1> 0}
2 2

-y > 0 (z—y)(z+y) >0

& (Yy<rAy>-z)Vy>zAy< —n)

A

y

\4

D={zeR:x—-1>0}=][1,+o0]
—_— e ——>
1 X
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3. h(z,y) = Vo —1.
D={(z,y) eR*:2—1>0}

A

y

4. i(x,y,2) =/AI—x—y— 2.

D:{(m,y,z)€R3:4—x—y—z20}

Exercicio 2.1.4 Determine e represente graficamente o dominio das funcées definidas

por:
1. f(z,y) = arcsin (22 + y?) + In (£).

2. g(x,y) =vI9—a22+In(z+y—2).
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Definicao 2.1.5 Dada uma funcdo f de dominio D C R", chama-se grifico de f ao

conjunto
G={(x1,. .. 2n,2): (x1,...,2n) EDAz = f(x1, ...,2,)} CR".
Exemplo 2.1.6

1. Sey = f(x) define uma fun¢do real de uma varidvel real com dominio D entdo o
seu gréfico
G=A{(z,y):zeDnry=f()}
é, em geral, uma curva de R2.

2. Se z = f(x,y) define uma funcdo real de duas varidveis reais com dominio D C R?

entdo o seu grifico
G={(z,y,2): (z,y) € DNz = f(z,9)}
é, em geral, uma superficie de R3.

Num sistema de eixos rectangular oryz, o dominio D C R? de uma funcio z = f (z,y)
serd representado pelo conjunto dos pontos (x,y,0) com (z,y) € D; o valor de f (z,y) serd

a distancia medida segundo a direccao do eixo oz que vai do plano zoy & superficie.

S:z=flx,5)
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2.2 Limites e Continuidade

Analogamente ao que se passa com as fungoes de uma sé varidvel, o célculo de limites
de funcGes de duas varidveis pode ser feito usando as propriedades de limites e ainda

recorrendo & continuidade de funcoes de uma varidvel.

Teorema 2.2.1 Suponhamos que A é uma constante real e que  lim  f(z,y) e lim g(x,y)

@y)—@n)’ 7 (@y)—(ab)
existem. Entdo:
1. (x,yl)i—>rn(a,b) [f (z,y) + g (z,y)] = (x,yl)ifl(a,b)f (z,y) + (xvyl)i_)rr%avb)g(w,y)-
% o) By P S U= Al F @)
3@ﬁﬁmﬂﬂawXQ@WHZQ$T@W”LWX@$3MFWW»
4 (z,ylfflm,b) gg ‘3 N @’ﬁa’b);z: Z; % (x,yma,wg (z.9) #0.

(z,y)—(a,b)

5. lim A=A\
(z,y)—(a,b)

6. lim z=a.
(z,y)—(a,b)

7. lim =b.
(z,y)—(ab) Y

Exemplo 2.2.1 Calcule os sequintes limites:

. z? — 2y
1. lim .
(z,y)—(0,0) 3+ xyY

2
-2
Resolucao: lim L J_ % = 0.

i
(z,y)—(0,0) 3+ xy
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9 lim L=
" (ey)—(1,-1) 22y + 222
Resolucao:
2,2 _
im LT (y—z)(y+=)
(@y)—(1,-1) 27y + 2 (@y)—01,-1) 2z (y+x)
. y—x
= lim =—1.

(zy)—(1,-1) 2

Observagao 2.2.2 O levantamento de indeterminacdes em limites de funcdes de duas
varidveis é bastante mais dificil que no caso de funcdes de uma varidvel. A principal razao
é existirem infinitos caminhos para (x,y) — (a,b), enquanto que, nas fungoes de uma
varidvel, apenas temos dois caminhos:x — a* ou x — a~. Assim, por vezes é necessdrio

utilizar a definicao de limite, o que ultrapassa o dmbito desta disciplina.

Definigao 2.2.3 Seja f: D CR? - R e A = (a,b) um ponto de D, interior ou fronteiro.
Diz-se que f é continua em (a,b) se

lim  f(z,y) = f(a,b).

(z,y)—(a,b)

Diremos que f é continua em D se for continua em todos os pontos de D.
Pode mostrar-se que a soma, o produto e o quociente de fungoes continuas, sao
funcGes continuas em todos os pontos do seu dominio.
Uma funcao polinomial em duas varidveis é uma soma finita de parcelas do tipo
myn onde ¢ & 1 . - .
cx'"y", onde c ¢ constante (real) e m e n sao inteiros nao-negativos.
Uma fungao racional é o quociente de fungoes polinomiais. Por exemplo, f (z,y) =

x? 4 xy3 — 2 é uma funcdo polinomial e g (z,y) = ¢ uma funcao racional.

Teorema 2.2.2 As funcdes polinomiais e as funcdes racionais sao continuas em todo o

seu dominio.l
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Teorema 2.2.3 Se f : D C R?2 — R ¢é continua em (a,b) e g é uma fungdo de uma
s6 wvariquel e é continua em f (a,b), entdo a fun¢ao composta h = g o f definida por

h(z,y) =g[f (z,y)] é continua em (a,b).B
Nas condigoes do teorema anterior, tem-se

lim x,Y)| = lim x, .
(I,y)ﬂ(a,b)g[f( =g (Ivy)ﬂ(avb)f( v)

Exemplo 2.2.4 Averigue se a func¢ao h definida por h(x,y) = In (x2 + 42+ 1) é uma

funcdo continua.

Resolucdo: Sejam f(z,y) =22 +3*>+1 e g(t) =In(t), entdo h(z,y) = (go f) (z,y).

Como f e g sdo funcdes continuas, resulta que h é uma fungdo continua em R2.

2.3 Derivadas Parciais

Seja f uma funcao de duas varidveis x e y. Fagamos variar x mantendo y fixo, por
exemplo, y = b. Entao estamos a considerar uma fungao g de uma sé varidvel definida por
g () = (2,).

Se existir derivada de g no ponto a, damos-lhe o nome de derivada parcial de f em
ordem a x no ponto (a,b) e representamo-la por f. (a,b) ou g—£ (a,b).

Assim, f! (a,b) = ¢’ (a) com g (z) = f (z,b).

Uma vez que
glat+h)—g(a)

/ R
7(®) =
temos
/ T f(a+h7b)_f(a’b)

Analogamente, a derivada parcial de f em ordem a y em (a,b), representada por

0
fy (a,b) ou of (a,b) & obtida considerando a varidvel z fixa de valor constante igual a a e

dy
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determinando a derivada da fungéo j (y) = f (a,y) em y = b. Isto &,

fé(a,b):}Lli%f(a7b+h}z_f(a’b)

Exemplo 2.3.1 Sendo f (z,y) = z _T_ y’ calcular através da definicao f;, (2, —1) e f, (=1,0).
rTy

ox h—0 h

2+htl _ g
2Fh—1

h—0 h

lim 7_2h
o0 o (h+ 1)

= lim —— = —2.
hlﬁ%h%—l

lim _—2h
h—0 h (=14 h)

o 11 h

Fazendo variar o ponto (a,b), f; e f; tornam-se fungées de duas varidveis definidas

por:

f;(x,y):}Lig(l)f(ﬂ«”rh,yz—f(w,y) o fé(w’y):%igéf(g:’y+h;)b_f(x’y)
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2.3.1 Interpretagao geométrica da derivada parcial

Seja f : D C R?2 — R e considere-se o ponto P = (a, b, ¢) pertencente & superficie S definida
pelo gréafico de f. Intersectando S com os planos y = b e x = a obtém-se respectivamente

as curvas Cq e Oy :

e () éo grafico da funcdo f (x,b) = g (x) e por conseguinte [, (a,b) = ¢’ (a) é o declive

da recta tangente 77 a C7 em P.

e (3 ¢ o gréfico da funcdo f (a,y) = j (y) e por conseguinte f; (a,b) = j' (b) & o declive

da recta tangente 75 a C5 em P.

Observagao 2.3.2 Para calcular a derivada parcial de f (x,y) em ordem a x (em ordem

a y) pelas regras de derivagao basta considerar y constante (x constante)

Exemplo 2.3.3 Seja f (x,y) = x1n (y) + yx?. Determine ? (2,1) e ? (0,€).
€z Yy

Resolucao:

fl=In(y)+2zy= f(2,1)=In(1)+4=4

2

0
_ 2 _ _
fy—y—l—x :>fé(0,e)—g+0—0.
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Exercicio 2.3.4 Calcular a expressdo das fungées derivadas parciais de:

2
1. arctan <a:_> .
Y

2. sin (ny + eyz2> .

3

= Y

LSy =q S e (@) #0,0)
0 se (z,y) =(0,0)

2.4 Derivadas Parciais de Ordem Superior a Primeira; Teo-
rema de Schwarz

Sendo f uma fungdo de duas varidveis x e y, as suas derivadas parciais f, e fZ/J sa0
também funcoes de duas varidveis. Podemos pois considerar as suas derivadas, obtendo-se

as derivadas parciais de f de segunda ordem. E costume usar as seguintes notacoes:

B <af>_a2f_ ; g<8f>_82f_ "

1. derivadas quadradas: — [ = — i 'S

9z \oz ) oz2  Je=® dy\oy) oy "
| _ o (of 2f o (0f 0> f
2. === =fwe -\ 57 ) = 55 = fay
derivadas mistas o7 < 8y> D0y yz © oy (83: OyOx i

Exemplo 2.4.1 Determinar as derivadas parciais de sequnda ordem de z = xy? + ye ™.

Resolucao:

Derivadas de primeira ordem: — = y* — ye
x

Derivadas de sequnda ordem: — =
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Resolucao:

0%z 0 [0z 3} : . 9
900y~ 7% (8_y> =5 (cos (zy) — zysin (zy)) = —2ysin (xy) — xy~ cos (zy) .
Y

3}
0%z 0 [0z 0 . .
9y0% = % <%> =5 (—y*sin (zy)) = —2ysin (zy) — zy? cos (zy) .

0%z o 0%z
0xdy  Oyox

No exemplo anterior, as derivadas mistas, sao iguais. Este facto nao

ocorre por mero acaso.

Teorema 2.4.1 Sejam f: D C R? = R e A = (a,b) € D tal que existe uma derivada

parcial mista de 2* ordem (f7, ou f].) numa vizinhan¢a de A = (a,b). Suponhamos que

Ty yx

esta derivada é continua no ponto A. Entao existe a outra derivada mista em A e

;gy (CL, b) = g/;,;r (CL, b) .
|

Note-se que o Teorema de Schwarz exprime apenas uma condigao suficiente de igual-

dade das derivadas mistas, quer dizer, pode ter-se fy, = f,,, sem as derivadas parciais

serem continuas.

Exemplo 2.4.3 Sendo f (xz,y) =In (\/232 + y2>, use o Teorema de Schwarz para provar

que f = f. no dominio R\ {(0,0)}.

xy — Jyx
Resolucao:

Tem-se g = x e 82f A
oxr  x2+y? oz (a2 +42)%

2
0yox

OPf  0%f

dydxr  0xdy

Como é continua em R?\ {(0,0)} (funcdo racional), logo pelo Teorema de Schwarz,

em R?\ {(0,0)} .
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0? 0?
Exercicio 2.4.4 Uma funcgio f de x ey diz-se harmdnica se a—'}; + 8—£ = 0. Prove que
& Yy

a fungao f (x,y) = arctan <%> ¢é harmdnica.
2.5 Derivada da Funcao Composta. Regra da Cadeia

Teorema 2.5.1 Seja z = f(x,y), x = g(t) e y = h(t) fungoes diferencidveis. Entdao a
fungao z(t) = flg(t),h(t)] é diferencidvel e

dz_ 0fdr  0f dy
dt Oz dt Oydt

Uma forma de nos lembrarmos da Regra da Cadeia é o recurso ao chamado diagrama
da drvore. Para construirmos o diagrama da drvore, desenhamos ramos da varidvel de-
pendente z para as varidveis intermédias x e y. Depois construimos novos ramos partindo

de x e y e terminando na varidvel independente ¢.

z
2 N g
/ \

T Yy
d d
| & &
t t

d
Exemplo 2.5.1 Determinar d_i sabendo que z =22 + 2, x =13 ey =1+ t2

Resolucao:

z, ey sao funcdes polinomiais, logo diferencidveis.
dz 0z dx L+ 0z dy
dt  Oxdt Oydt
= 2z (3t%) + 2y (2t) = 6t° + 4¢* + 4¢.

du
Exercicio 2.5.2 Determinar = (g) sabendo que u = e*~%, x =sin (t) ey = t3.
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Teorema 2.5.2 Seja z = f (z,y) uma funcgao diferencidvel. Se as derivadas parciais das
fungées x = g (s,t) ey = h(s,t) existirem, entio existem as deriwadas parciais da fung¢ao

z=flg(s,t),h(s,t)] e sio dadas por

0z Gz@ %@ 0z Gz@ %@

9s 005 oyos ¢ ot om0t Toyot

Exercicio 2.5.3 Prove o teorema anterior.

Também aqui, podemos recorrer ao diagrama da arvore

z

B NG

7 N

z Y
7 N / N

! ! ! !
oz oz 9y 9y
Os ot Os ot
! ! ! !
S t S t

Exemplo 2.5.4 Sejam g (s,t) = f (32 — 12,12 — 52) com f uma fungdo diferencidvel.
Mostre que g satisfaz a equagao
99 , 9y _

t%—FSE—O.

Resolucao:

Tome-se s* —t2 =x e t? — 52 = y. Entio z = g(s,t) = f (z,y).

0z _ 0Og 020z 020y _0Of OF (_ogy — 959 _ 5,91
ds 8378x83+8y8378x <28)+8y( 28)728896 288y’
0z Og 0z0x 0z0y Of of of of
AN T A L R ) R Vi B Vi iy
AR T e v Tl e R WD e el
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Donde

dg | 0y of of of of
ta +s 8t 275a 2t8y 2t8 +2tay 0.

Exemplo 2.5.5 Dada a funcio z = e® cos (y) com x = uv e y = u? , determine 2 G e %

Resolucao:

Resolugao:

% = 0z 0x + — 0z ay =" [v cos (u2) — 2u sin (u2)]

ou Oz Ou Jy Ou

9z = %@—i—%@:uewcos(iﬂ).

ov Oxr dv Oy v

Exercicio 2.5.6

1. Seja w = f(xz+ az,y+bz), onde a e b sao constantes reais e f uma funcao difer-

encidvel de duas varidveis. Mostre que

ow _ v 0w
9z “or oy
2. Seja g uma funcdo diferencidvel de R em R. Mostre que f (z,y) = x2g (g) verifica

a relacao
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