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1 Generalidades sobre funcgoes.

1.1 Aplicagoes entre conjuntos.

Definicao 1.1 Dados dois quaisquer conjuntos A e B, chama-se aplicagio (ou fun¢io) de A em B a toda a

correspondéncia que a cada elemento de A associa um e um s6 elemento de B.

Se representarmos a fungao por f e por x e y, respectivamente, as varidveis representativas dos elementos

de A e de B, escreve-se
f: A — B

z = y=f(z)

Observagao:

A varidvel z dé-se o nome de varidvel independente e a variavel y de varigvel dependente.

Numa funcio de A em B h& sempre a considerar trés conjuntos:

o domfnio sendo o conjunto A, que se representa por Dy;

o conjunto de chegada sendo o conjunto B;

o contradominio sendo o conjunto
f(A)={f(a) e B:a € A},
que habitualmente se representa por Dy ou Iy, f,
“conjunto das imagens (transformados dos elementos de A por f)”.

e f e g sdo a mesma fungdo se e s6 se tém o mesmo dominio D, o mesmo conjunto de chegada e, para

qualquer a € D, f(a) = g(a).

e Se f e g sdo duas aplicacbes com o mesmo conjunto de chegada, se Dy C Dg e se f(a) = g(a), qualquer

que seja o elemento a € Dy, entao diz-se que f é uma restricdo de g ou que esta é uma extensao de f.

1.2 Funcoes reais de uma varidvel real. Dominios.

Definicao 1.2 Uma fung¢dio real de varidvel real (f.r.v.r.) é uma fungao de A em R, sendo A um subconjunto

de R.
fi A — R

r — y=f(v)
Observagoes:

Por definicao as f.r.v.r. tém conjunto de chegada R.



Para que sejam bem definidas é necessdrio indicar apenas o dominio e a chamada expressio analitica ou lei

de transformacao.

Como as fungoes reais de varidvel real, sdo em geral definidas pela sua expressdo analitica (expressao desig-

natdria), é necessério calcular nesses casos o dominio da expressao que a define.

Exercicios 1.1 Determine o dominio de cada uma das sequintes funcoes definidas por:

1) fl@)=a® —dz+3; 1) 9(@) = o o) 1) =

0 ) = ) ta) = Va7 ) i) = =5
9) mi@) = Yz 4 h) pla) = & =1

Resolucao:

O dominio de cada uma destas funcoes é o conjunto dos valores reais da varidvel independente para os quais

sao possiveis em R as operagoes indicadas na expressio que a define. Temos assim:
a) Dy =R b) Dg={zeR:2?+5+£0} =R

¢)Df={zeR:2+3#0} =R\ {-3} d) Dp ={zeR:a* -2z #£0} =R\ {0,2}

e)Di={zeR:2—4>0}=[4,+x] f)Dj={zeR:2—-3>20Az+5%# 0} =[3,4+00]

9) Dm =R h)Dp,={z€R:ax—4>0}=[4+o0]

Observagoes:

No célculo dos dominios atrés, tiveram-se em atencao as seguintes situagoes:

e Em R, a divisdo s6 é possivel se o divisor for diferente de zero.

e Se o indice de uma raiz é impar, a radiciacao é possivel para todos os valores da varidvel independente que

dao significado ao radicando.

e Se o indice de uma raiz é par, a radiciagao sé é possivel para os valores da varidvel independente que

transformam o radicando num valor real nulo ou positivo, isto €, maior ou igual a zero.



1.3 Grafico de uma funcao.

Uma funcao f pode ser representada num plano, onde se fixe um sistema de eixos Oxy, por um conjunto de

pontos o qual se diz gréfico ou imagem geométrica de f.

G={(z,y) eR*:z€Ds Ay = f(z)}

Exemplo 1.1 As fungdes f : R — R definidas pela formula f(x) = ma + b, em que m,b € R.
Uma funcgao deste tipo é representada graficamente por uma linha recta; se m =0, a funcdo é constante e o

grifico é uma recta paralela ao eizo Ox.

flz)y=az+1 glx) =—-2x+3

yzf/

1
T
“o L

5

Posteriormente voltaremos & representacao dos gréaficos de algumas fungoes particulares de forma mais
cuidada.

Apresentam-se de seguida alguns exemplos de graficos que néao representam fungdes. Tem-se por exemplo:

1) 2)

-0.5 \\ o5 il =] Z

L

Observagao: Justifique porque motivo os graficos representados ndo representam fungoes.



1.4 Funcoes definidas por expressoes analiticas diferentes em partes do seu dominio.

Consideremos a fun¢ao definida em R da seguinte forma:

r — 3z para T =2

r — x+1 para T <2

11
Para calcular, por exemplo, f(5) e f (E) consideramos

f(x) = 3.
Temos entao:
11
fG)=15¢ f (?) = 11.
Para calcular, por exemplo, f(0) e f(—1) consideramos

flx)=a+1.

Temos entao:
f(0) =1lef(~1) =0.

Para definir a funcdo f é costume escrever-se

3z se =2
2 fla) =
r+1 se <2
ou
3z = =2
2 fla) =

z+1 = <2

Exercicio 1.2 Considere a funcio g definida, em R, por

a) Calcule g(—2), g(0), g(1) e g(3).

b) Sendo h € RT, mostre que
g(1+h)+3g(1—h) =1.

Solugdes:a) —3; —1; 1; 7 ; b) Ao cuidado do aluno.



1.5 Funcao Médulo.

Por exemplo:
5| =5;10]=0; |-5|=5isto é |-5|=—(=5) =5.

De um um modo geral tem-se:

||| =
- n se H<O0.

Assim, em R, a funcao

f(z)=1z| (fun¢ao médulo),

pode escrever-se

T se x>0
f(z) =

—x se x<0.

Observagao: Facilmente se verifica que o gréfico desta fungao é:

4
y |
34
)4
1 -t
4 3 2 o2 3 4
X
Exemplo 1.2 Considere a funcao real de varidvel real, g definida por:
g(x) = |z —4].
a) Calcule g(0) e g(6).
b) Defina a funcao sem utilizar o simbolo || .
Resolucao:
a) 4; 2.
b)
T —4 se x—42>0
g(x) =
—(z—4) se x—4<0,
1sto é:
T —4 se x >4
g(x) =



1.6 Classificacao de funcoes reais de varidvel real.

1.6.1 Funcoes sobrejectivas.

Definicao 1.3 Uma funcgdo real de varidvel real f : A — R (A C R) diz-se sobrejectiva se e sé se o seu
contradominio for R.

f € sobrejectiva < Vy e R Jx € A:y = f(x)

Uma funcao f: A — B, com A, B C R é sobrejectiva se e sé se o contradominio for B.

Verifica-se assim que uma funcao é sobrejectiva se e s6 se o contradominio coincide com o conjunto de

chegada.

Exercicio 1.3 Dos sequintes grificos de fungoes reais, de varidvel real, diga justificando qual representa uma

fungdo sobrejectiva.

1) 2)

N

Ml

2+

e

4+

1.6.2 Funcoes injectivas.

Definigao 1.4 Uma funcdo diz-se injectiva se e sé se quaisquer dois objectos diferentes tém imagens difer-
entes.

[ € injectiva < Vx1,x0 € Dy, 21 # 22 = f(x1) # f(x2).

Recorrendo & lei de conversao, esta defini¢do pode tomar a forma
[ € injectiva < V1,20 € Dy, f(x1) = f(x2) = 21 = 22.

Exercicio 1.4 Dos sequintes grificos de fungées reais, de varidvel real, diga justificando quais representam

fungées injectivas.



1) 2) 3)
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1.6.3 Funcoes bijectivas.

Definicao 1.5 Uma funcdo diz-se bijectiva se e sé se é injectiva e sobrejectiva.

Exercicio 1.5 Dé um exemplo de um grdfico que represente uma fungdo real, de varidvel real, bijectiva.

1.6.4 Funcoes pares e fungoes impares.

Definicao 1.6 f é uma funcdo par sse existem f(x) e f(—z) e f(—x) = f(z), Yo € Dy.

Mais & frente iremos verificar que, se uma funcao é par, o seu gréfico é simétrico em relacao ao eixo dos
yy. Isto verifica-se porque os valores da funcao sao iguais quando os valores da varidvel independente = sao

simétricos.

Definicao 1.7 f ¢ uma fungdo impar sse existem f(z) e f(—x) e f(—x) = —f(x), Vo € Dy.

Do mesmo modo, iremos verificar & frente que, se uma fungao é impar, o grafico é simétrico em relagdo a
origem do referencial. Significa isto que o gréfico da fungdo tem a origem como centro de simetria. Note que

nesta situacao, os valores da funcgao sao simétricos, quando os valores da varidvel independente x, sao simétricos.

1.6.5 Funcgoes periddicas.

Definigao 1.8 Uma fun¢ao é periddica se existe um nimero a tal que
f(x+a)= f(x), Vo € Dy.
Ao menor niimero positivo a que verifica a igualdade anterior chama-se periodo.
Exemplo 1.3 y =sinx é uma fungdo perédica de periodo 2m.

Com efeito:

sin(z + ) =sinx; o =2knw, k € Z.

Logo, para k=1, vem

o = 2.

ol



1.7 Monotonia. Funcoes limitadas.

1.7.1 Fungoes monétonas
Definicao 1.9 Uma fun¢do f diz-se crescente (sentido lato) em A C Dy se e s6 se para quaisquer x,y € A
se tem
v <y= f(z) < fy)
Uma funcdo f diz-se estritamente crescente em A C Dy se e s se para quaisquer x,y € A se tem
v <y= f(z) < f(y)
Uma fungdo f diz-se decrescente (sentido lato) em A C Dy se e s6 se para quaisquer x,y € A se tem
v <y= f(z) = fy)
Uma funcgdo f diz-se estritamente decrescente em A C Dy se e s6 se para quaisquer x,y € A se tem
r<y= f(z)> f(y)

Observagado: Refere-se que estes conceitos serdo utilizados na resolu¢do de algumas inequagdes o frente.

1.7.2 Funcgoes limitadas

Definicao 1.10 Uma funcao limitada, é uma funcao cujo contradominio é wm conjunto limitado, ou seja, um

conjunto com majorantes e minorantes.
Um ntimero real M é majorante (respectivamente m é minorante) de um conjunto A se e s6 se todos os
elementos a € A satisfazem a relagdo a < M (respectivamente a > m).

A defini¢ao de funcao limitada em A é equivalente & afirmacio de que existe um mimero real L tal que
|f(@)| <L,
qualquer que seja = € A.

Exercicio 1.6 Dos sequintes grificos de fungées reais, de varidvel real, diga justificando quais representam

fungoes limitadas.

1) 2) 3)

I~
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1.8 Zeros de uma funcao

Definicao 1.11 Zeros de uma func¢do sao os valores da varidvel x para os quais a funcdo se anula.
x1 é zero de f < f(x1) =0

Exemplo 1.4 Determine os zeros das fungoes definidas, em R, por:

a) f(z) =3x+ 6; b) g(x) = 22 + 5;
¢) hiz) = (z — 1). (a2 — 16) d)j(x):f:f.
Resolucao:

a) f)=0&32x4+6=02= -2 O zero da funcao f é —2
b) g(z) =0 22 +5=0<« 22 = -5 (Condicdo impossivel) A fungao g ndo tem zeros.
¢)hz)=0&(z—1). (22 -16) =0z —-1=0Va?-16=0a=1Ve=—4Vae=4

Os zeros de h sio —4,1 e 4.

2

—4
7= 0. O dominio da equagao é R \ {1}.

. ...z
d) Temos que resolver a equagao fracciondria
Comox?—4=0&x=—-2Vx=2, as solucdes possiveis sGo —2 e 2.
Atendendo a que ambas pertencem ao domimio, tem-se que ambas sao solugdes da equacdo. Assim os zeros

da fungao j sao —2 e 2.

1.9 Operagoes com fungoes

Soma

Dadas duas fungoes, reais de varidvel real, f e g, chama-se soma de f com g a fungdo que se representa por
f =+ g e que tem por
e dominio Dyig=DsNDg

e expressao analitica (f +g) (x) = f(x) + g(x)

Exemplo 1.5 Considere, em R, as fungées f e g definidas por:

a) Calcule Dy . b) Determine (f +g)(3). ¢) Defina f +g.

Resolucao:

a) Dyyy = Dy N Dg =R\ {2} NR\ {0} = R\ {0,2}

10



b) (f+g)(3)=f(3)+g(3)=i+129

3—-2 3 3
¢) Resta determinar a expressdo analitica de f + g. Tem-se:

(f+9) (@) = f(@) +glx) = —2— + =

r—2 x
Assim:
T

+1
r—2 x

X —

Exercicio 1.7 Sejam r e t duas fungdes reais de varidvel real definidas por:

rz)=2—-+v1—2 e t(z)=3+uz.

a) Defina r +t. b) Calcule os zeros de r +t.
Solugoes:
a) r+t: ]-oo,]] — R b) -3
T — Hd4+z—+V1—-=z
Diferenca

Dadas duas funcgoes, reais de varidvel real, f e g, chama-se diferenca de f com g a fungao que se representa

por f — g e que tem por
e dominio Dy_qg=DsNDg

e expressao analitica (f —g) () = f(z) — g(x)

Produto

Dadas duas fungGes, reais de varidvel real, f e g,chama-se produto de f com g a fungdo que se representa
por f.g e que tem por
e dominio Dyyg=DsN Dg

e expressao analitica (f X g) (x) = f(z) X g(x)

Exemplo 1.6 Considere, em R, as fun¢des h e t definidas por

hz)=vVrx—2-2 e tx)=+vr—2+2.
a) Determine a expressio analitica que define h X t.

b) A funcao definida em R por s(x) = x — 6 é idéntica a h X t?7 Justifique.

11



Resolucgao:

a) (hxt)(z) = hz) x t(x) = (VE—2-2) x (Vo—2+2) = (Va—2)° =2 =2-2-4=2—-6
b) Sendo
Dy=Di={zeR:2—-220}={zcR:z>2}=[2+00]

vem

Dyt = DN Dy = [27+OO[

Assim, verifica-se que tém a mesma expressio analitica mas ndao tem o mesmo dominio, pois Dpxt = [2,400]

e Ds; =R, logo ndo sao idénticas.

Caso particular: Produto de um escalar por uma fungao

Sendo f uma funcdo constante, por exemplo, f(z) = A V& € R, o produto f x g tem por dominio Dy,

representa-se por Ag e a expressao analitica é dada por
(Ag) (z) = A\g (z), Vx € D,.

Quociente

O quociente de duas fungoes, f e g, reais de varidvel real é uma fungao que tem por

e dominio Dy =DynDgn{zecR:g(x)#0}
g

e expressao analitica (i) (z) = f@)
9 g(x)

Exemplo 1.7 Sendo f(z) = vz +1 e g(z) = 22 — 2z, em R, deﬁm’ré
Resolucao:
Dominio: Dy ={x € R:x+1>0}=[-1,+00[; Dy =R
{freR:gx) 20} ={zeR:2?—-22#0}

={zxeR:z(xz—2)#0}
={zxeR:z#0 ANz —2+#0}
={zeR:z#0 Nz #2}
— R\ {0,2}

vem

Dy =DynDgn{zr cR:g(x)# 0} =[-1,+0o[ NRNRN\ {0,2} = [-1,0[U]0,2[U]2, 4-00[
g9

12



Ezxpressao analitica:

Tem-se assim:

Q [

Composicao de fungoes

Se f e gsao f.r.v.r., com dominios Dy e Dy, respectivamente, define-se fog, fazendo

(fog) (x) = [ lg(=z)],
sendo o seu dominio o conjunto
Djog ={x€R:2€ Dy, Ng(x) € Ds}.
Observagao: Transformam-se por f os elementos do contradominio da fungéo g.

Exemplo 1.8 Consideremos as fungoes reais de varidvel real, definidas por

x
fla) =201 e gla) = —
e caracterizemos fog.
Resolucao:
Expressao analitica de fog:.
T\ T _z+ 2

(fog) (x) = [ lg(=)] = f(

T —2
Dominio de fog: Sendo Dy =R e Dy = R\ {2}, vem
D¢og = {zeR:zeDy Ng(z) € Df}
= {xeR:xyéZAﬁeR}
= {zeR:z#2Nx#2}
= {zeR:z#2}

= R\{2}

Tem-se assim:
fog: RNA{2} — R
42
T —2

X e

13



Exemplo 1.9 A funcdo de dominio [—1,1] definida por y(z) = v/1 — 22 pode ser vista como a composta das
fungées g(x) =1 — a2 e f(x) = \/z; tem-sey = fog.

Note que y # go f que é a fun¢io de dominio ]R(‘)" definida por
(90 f) (@) =glf@) =g(va) = 1- (Vo) =1-=.
Observagao: No exemplo anterior, obtivemos expressoes diferentes fog e go f. Assim, é falsa a proposi¢éo:
Vg, feg=golf.

e Duas funcgoes, f e g, dizem-se permutéveis se e sé se fog=go f.

Exercicio 1.8 Sao dadas, em R, as func¢oes definidas por:
r(r) =22 +1 s(x) =+vx -5 tx) =z — 4.

a) Defina ros.

b) Justifique porque ndo sdao idénticas as fungdes ros e t.

Solugao:

a) ros: [5,+oo[ — R

T — x—4

b) Tém a mesma expressio analitica, mas os dominios sio diferentes pois Dy,os = [5,4+00[ e Dy = R.

1.10 A funcao identidade e funcao inversa
1.10.1 Funcao identidade

Sendo A C R, chama-se fungéo identidade & funcdo

f: A — A

T — x.

Quando A = R o gréfico da func¢éo identidade é a bissectriz dos quadrantes fmpares.

1.10.2 Fungao inversa

Para as f.r.v.r. é usual e tem muito interesse, definir-se a inversa de uma fungao que seja, pelo menos, injectiva.

Sendo f injectiva, para que a inversa f~! esteja bem definida, o dominio é o contradominio de f e nao o

conjunto de chegada.

14



Definigao 1.12 Sendo f uma fungdo definida de Dy em DY, a funcio inversa de f designa-se por f=1 e
tem-se,

y = f(x), xechh’U:f*l(y), y e DY

Exemplo 1.10 A fung¢do bijectiva de dominio R definida por f(x) = 2x + 5, tem por inversa a fun¢io de

dominio R definida por f~1(x) = z ; 5'

Obtém-se a expressio designatoria de f~' resolvendo em ordem a x a equagdo y = 2x + 5. Tem-se:

-5
y=2x+5, :CER@a::yT, y e R

-5
Conclui-se que f~1(y) = yT Sendo usual designar-se os elementos do dominio por x e os transformados por

y, substitui-se a letra y por x.Tem-se:

Observagao: O gréfico de f~! pode ser obtido do de f através duma simetria sobre a recta de equacao

y = x (bissectriz dos quadrantes fmpares).
Note que, se f e g s@o fungdes inversas, entao
(fog)(x)=2,Vze D, e (gof)(z)=ux, Voe Dy
1.11 Funcoes Polinomiais

Definigao 1.13 Uma funcdo real de varidvel real, que possa ser definida por um polindmio numa varidvel,

chama-se fung¢ao polinomial.

Observagao: Como uma fungao deste tipo, estd bem definida para todo o mimero real, entdo o seu dominio

éR.
Sao exemplos de fungoes polinomiais, fungoes definidas por expressoes do tipo:
20+ 1; 2® +4z+1; (z41) (22° — 1) + 2a5..
1.11.1 Fungao afim

Definigao 1.14 Chama-se fun¢do afim numa varidvel real © a toda a fungio do tipo
f: R — R
T axr+b

em que a e b sao niumeros reais.

15



Exemplo 1.11 Mostre que a fungio y definida, em R, por y = (2x — 3)* — x (4z — 1) é uma fungdo afim.

Resolucdo: e D =R o y=02z-3> -z(zr—1)=—-11z+9
Propriedades

Consideremos a func¢do afim:

y=ax+0bcoma,beR.

Vamos analisar dois casos: a =0e a # 0

1°.a=0

Neste caso, tem-se uma fungéo constante, y = b.
O seu grafico é uma recta paralela ao eixo dos zx, que intersecta o eixo dos yy no ponto (0,b).
Se b =0, o gréfico coincide com o eixo do zz.

A fungdo nao é injectiva pois quaisquer dois elementos diferentes tém imagens iguais (b). Verifica-se também

que nao é sobrejectiva visto o seu contradominio ser {b} e o conjunto de chegada ser R.

Se b # 0, a fungdo nao tem zeros, mas se b = 0 todos os niimeros reais sao zeros da funcao.

20440

A fungdo y = x + 3 é deste tipo: a=1e b= 3.

Do seu grifico conclui-se:
e tem um zero : x = —3;
e ¢é positiva se © > —3;
e ¢ negativa se x < —3;

e ¢ injectiva, quaisquer dois objectos diferentes tém imagens diferentes, isto €,

Ty # To = Y1 # Y2, Vo1, 72 €R;

é sobrejectiva, visto que o contradominio é igual ao conjunto de chegada, isto é D; =R;

é crescente.

16



Consideremos agora a funcao afim y = —2z +4 em que a = —2 e b = 4.

Do seu grafico conclui-se:

e tem um zero : ¥ = 2;

e ¢ positiva se x < 2;

e ¢ negativa se x > 2;

e ¢ injectiva, quaisquer dois objectos diferentes tém imagens diferentes, isto &,

T # T2 = Y1 # Y2, Vo1, 72 €R;

e & sobrejectiva, visto que o contradominio é igual ao conjunto de chegada, isto é D; =R;

e ¢& decrescente.

Consideremos agora o caso geral, isto é, y = ax + b com a # 0.

b
Zeros yzO@ax—l—b:O@x:—a

Funcao positiva Funcao negativa
b b
Sea>0, ar+b>0<x>—— ax+b< 0 < ——
a a
b b
Sea<0, ar+b>0x<—— ar+b< 0 x>——
a a

e E injectiva, isto é, é verdadeira a proposicao

Ty # To = Y1 F Y2, Vo1, w2 €R

e & sobrejectiva.

Invertendo a fungdo, tem-se:
y=ar+b & y—-b=azx

—b
-~ I’Zy .
a

O dominio da fungao inversa é R, portanto o contradominio da funcao é também R, o que prova a sobrejec-

tividade.

17



1.11.2 Funcgao quadratica

Definicao 1.15 Funcdo quadrdtica é toda a funcdo que pode ser definida por um polindmio do 2°. grau numa

varidvel real.
f: R — R

r — ax’+br+ccoma,bceER ea0.

Zeros

Os zeros da fungao quadratica sdo as solugoes da equagao

—b+ Vb2 — 4ac

at’? +br+c=0c1=
2a

Refere-se, que muitas vezes h4 interesse em saber se a fungao quadréatica tem ou nao zeros, independentemente
de se conhecer o seu valor.
Nesta situacao, calculando o sinal de

b? — dac

)

que se chama “discriminante ” e representa-se por A\, tem-se:

_ —b—b? —4dac

xr1 =
e A >0 = ha dois zeros reais : 2a
—b+ Vb2 — dac
T9g = ———
2a
) b
e A =0 = hdum zero real (duplo): z; = ~%a

e A <0 = Nao h4 zeros reais.

Exemplo 1.12 Cualcule os zeros de cada uma das fungoes definidas, em R, por:

a) f(x) = 322 b) g(x) = 222 + 3; c¢) h(z) = 2% — 32 + 2.
Resolucao:
a) f(z) =032 =0<2=0 Zero: 0.

3
b) g(z) =0 222 +3=0& 22 = —3 Nao tem zeros.

3E£vV9-8
2

c)h(z) =022 -3z+2=0&2= sSr=1Var=2 Zeros: 1;2.

Exercicio 1.9 Determine k, de modo que a expressio 2x% — 3z + k, defina uma funcio quadrdtica com:

a) dois zeros; b) um zero; ¢) nenhum zero.
Resolucgao:
a)A>0<:>9—4.2.k>0<:>k:<§; b)A:0<:>9_4.2,k:0@k:§;
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c)A<0<:>9—4.2.k<0<:>k:>%

Estudo grafico da fungao quadratrica

Comecemos por representar o grafico de fungoes do tipo

t—y=azr’, a#0eb=c=0.

1°. Caso: | ¢ > 0

Consideremos a funcio definida por y = 222, cujo dominio é R.

Considerando um referencial cartesiano ortogonal e monométrico, comecemos por determinar alguns pontos.

eSex=0
eSex=1
eSex=2
eSex=-1
e Sex=-2

vem

vem

vem

vem

vem

y=0;
y=2
y=28
y=12
y =8;

(0,0)
(1,2)
(2,8)
(=1,2)

(_27 8)

Fazendo a marcacao destes pontos e unindo-os de seguida por uma linha continua obtém-se a representagao

grafica de y = 2x2,

Esta linha chama-se pardbola e, tem como eixo de simetria o eixo dos yy ; o ponto (0,0) situado sobre este

eixo denomina-se vértice da pardabola.

Da observacao do gréafico conclui-se ainda:

e é decrescente no intervalo |—oo, 0[ e crescente no intervalo ]0, +o00[;

e ndo ¢ injectiva (justifique);

e tem como contradominio o intervalo [0, +00[;

e tem a concavidade voltada para a parte positiva do eixo dos yy (para cima);

e ndo ¢ sobrejectiva (justifique) ;

e ¢ uma fungdo par (justifique).
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2°. Caso: | ¢ <0

Consideremos a funcdo definida por y = —2z2, cujo dominio é R.

Tal como no exemplo anterior, atribuimos diferentes valores a x e calculamos os correspondentes valores de

eSex=0 vem y=0; (0,0)
eSex=1 vem y=-2; (1,-2)
e Sex=2 vem y=-8 (2,-98)
e Sex=—1 vem y=-2; (—-1,-2)
eSex=-2 vem y=-8 (-2,-8)
Tem-se:
o e %
// = \\
e X

Obteve-se assim uma pardbola com:

e vértice na origem:;
e concavidade no sentido negativo do eixo dos yy (voltada para baixo) ;
e eixo de simetria coincidente com o eixo dos yy.

e contradominio o intervalo |—o0,0].

E a funcao é:

e decrescente no intervalo |0, 4+00[ e crescente no intervalo |—oo, 0[ ;
e ndo injectiva (justifique);

e nio sobrejectiva (justifique);

e par (justifique).

Observagao:

Uma pardbola tem:

e um eixo de simetria;

e 0 vértice (ponto da parabola que pertence ao eixo de simetria) ;

e concavidade voltada para cima se a > 0;

e concavidade voltada para baixo se a < 0.
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Vamos agora mostrar como representar o grafico da funcao quadrética (caso geral), isto é, y = ax?® +bx + ¢

com a,b,c e Rea#0.

E facil verificar que para obter o grafico de uma fungao quadrética, basta determinar as coordenadas do vértice

€ OS Sseus Zeros, caso existam.

Exemplo 1.13 Consideremos para tal, as fungées definidas por:
a) f(x) = —22% + 8x + 10; b) g(x) = x? — 10z + 25; c¢) h(z) = 2% + 4z + 5.

Resolucao:

a)

o Zeros: f(z)=0¢ —222+82+10=0&z=-1Vz=5

e Coordenadas do vértice:
Atendendo a que a pardbola tem um eizo de simetria, o vértice vai estar exactamente a meio dos zeros, ou
melhor, a abcissa do vértice é a média dos zeros da funcao.
—1+5
2
A ordenada do vértice serd y, = f(2) = -8+ 16+ 10 = 18

2.

Assim a abcissa do vértice é x, =

Tem-se assim:

V — (2,18).
Atendendo a que a concavidade é virada para baizo (a = —2 < 0), podemos representar o grifico da fungdo,
tendo-se:
. ///"”“‘\\
s, N
/ N,
of 5
/ .
/> \
/ . o A
/1 o 1 2 2 A1 -]
/ AL A\‘
b)

o Zeros: g(z) =0 22— 10z +25=0&2=5
Neste caso o zero é o vértice da funcao, visto a pardbola ser tangente ao eizo das abcissas.

Sendo a =1 > 0 (concavidade virada para cima),vem:
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¢)
e Zeros: h(z)=0& 2> +4z+5=0&2 =

—44+16—-4x1x5

51 (Equagdo tmpossivel em R)

Como a fungdo nao tem zeros, vamos arranjar dois pontos com a mesma imagem.
O vértice ficard no meio deles dada a simetria da pardbola.

O mais facil nesta situacao é procurar os objectos cuja imagem seja b porque a equacao do 2° grau a resolver

se simplifica. Tem-se:

h(z)=5 < 2°+4x+5=5 & 2?24+42=0 < z(z+4)=0
& z=0Ve+4=0 & z=0Vzr=-4
0+ (—4
A abcissa do vértice é a média destas duas abcissas: T, = M = -2.
A ordenada é y, = h(—2)=4—-8+5=1.
Temos entao que
V—(-2,1).
Sendo a =1 > 0 (concavidade virada para cima) vem:
\\ :;0 {)
Y L
Ay |/
5, i
kY ¥
", e
N 1
\_\ / :4
. L.
Tiecn _S

Observagao:

Devido & simetria da pardbola, a abcissa do vértice fica sempre a igual distancia de dois objectos com a
mesma imagem. Assim, podemos sempre seguir o método exposto no exemplo anterior para facilmente encontrar

as coordenadas do vértice. Fazemos entao:

ar’+br+c=c & ax’+br=0
< z(ax+b)=0
< x=0Var+b=0
b
& r=0Vae=—.
a
A abcissa do vértice é a média destes dois valores: x, = ~5a"
a

f(xv)

A ordenada do vértice ¢ v,

Tem-se assim:

V— (x'uayv) = <_2_a

b

i

b
2a

))
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1.11.3 Inequagoes do 2°. grau
Chama-se inequagao do 2°. grau na varidvel x a toda a condigdo que se possa reduzir & forma
ar’ +br+c>0ouaz?+br+c<0
coma,beceRea#0.
Nota: Sao ainda inequacoes do 2°. grau as condigoes:
ar’?+br+c>0 ear’?+br+c¢<0

coma,beceRea#0.

Para resolver inequacoes do 2°. grau basta estudar o sinal da funcio quadratica y = az? + bz + c.

Note que, qualquer funcao quadrética, toma o sinal de a fora do intervalo dos zeros, e o sinal contrario ao

de a dentro do intervalo dos zeros.

Exemplo 1.14 Resolva, em R, as sequintes inequagoes:

a) x? —4x+3>0; b) br — 222 +7 > 4
+ 2 2
244 < 3a; d) .
c) z® +4 < 3ux; )1—a:<2a:+1
Resolucao:

a) 2> —4x+3 >0

C.A.
22 —4r+3=0 & z=1Vz=3.
Sabendo que a funcao f(x) = x? — 42 + 3 toma o sinal contrdrio ao de a quando x pertence ao intervalo dos

zeros e o sinal de a fora desse intervalo, tem-se:
22 —4x+3>0e 2 €]—00,1[U]3, +oof.

b) br —222+7>4< —222 +5x+3>0.
C.A.
222 +5x+3=0 <& x:—%\/x:3
Sabendo que a fungio f(x) = —22% + 52 + 3 toma o sinal contrdrio ao de a quando T pertence ao intervalo

dos zeros e o sinal de a fora desse intervalo, tem-se:
5 1
—2z°4+5x+3>20&x € —5,3 .

)’ +4<3z 2’ -3r+4<0& €l

C.A.
3£v/9-16

2 -3z+4=0 & xz= — 5 (equacao tmpossivel em R)
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A funcio f(z) = 22 — 3x + 4 ndo tem zeros e, portanto, toma sempre o sinal de a. Assim, a inequacdio é
uma condi¢Go itmpossivel.

x+2< 2 @x+27 2 0o 222 + Tz 0o z(2z+7)
l—z 2zx+1 1—2z 2241 (1—2z)(2z+1) (1—2z)2z+1)

d)

<0

Para resolver a inequagao, podemos recorrer a um quadro de sinais. Temos entdo:

7 1
T — | =3 —3 0 1 +00
212 + Tx + 0 |—| — | =[O0 |+|+ |+
22tz +1 | — — | =10 |+]+]|+]|0 —
2% + Tx
- @ — O O —
227 +z+1 | sl 8/s

Verifica-se que as solugdes da inequacao sao os valores de x tais que:

xe]—oo,—%[U}—%,O{U]l,—i—oo[.
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2 Limites de funcoes reais de variavel real.

2.1 Nocgoes topolégicas

Definicao 2.1 Dados dois nimeros reais x ey, chama-se disténcia de x ay ao valor absoluto da sua diferenca:
d(z,y) = |z —yl.

Exemplo 2.1 Determine a distdncia entre os numeros reais:

1 3
a)2 e3; b) 0 e —3; 0)75 e—7
Resolucao:
a)d(2,3)=2-3[=[-1]=1 b)d(0,-3) =|0—(=3)| =3[ =3

s34 -H- (B

Definigao 2.2 Sendo a um nimero real qualquer e 6 um nidmero real positivo, chama-se vizinhanca de centro

a e rato § ao conjunto dos niumeros reais cuja distdncia a a é inferior a 9.
Vs(a) = {zeR:|z—a|l<d}
= Ja—46d,a+4][.

Exemplos 2.2 Considere as sequintes vizinhangas:
) Vo1 (2)={zeR:|z—2/<0,1} =]1,9;2,1]
2) Vo,01(0) ={z e R:|z| <0,01} =]-0,01;0,01]

Exercicio 2.1 Determine um valor de 6 de modo que :
a) Vs (3) C Vou (3); b) Vs (3) C 12,5:3,02].

Definicao 2.3 Sejam C um subconjunto de R e a um elemento de C. Diz-se que a é ponto interior de C se

e 6 se existe pelo menos uma vizinhancga de a contida em C'.
a é ponto interior de C < 35 € RY : Vs (a) C C
Ao conjunto de todos os pontos interiores de C' chama-se interior de C e representa-se por int C.
Exemplos 2.3 1) Seja C =]1,2[.
O ponto 1,6 ¢é ponto interior de C, porque

Vou (1,6) € J1,2[.
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Ja 2 nao é ponto interior de C, pois qualquer vizinhanga de 2 possui pontos que nao pertencem a |1,2[.

O interior de C' é o préprio conjunto C.

2) Sendo B =]—00,3|U {5}, o interior de B é o conjunto int(B) =]—o00,3[.

Definicao 2.4 Sejam C um subconjunto de R e b um nimero real; b diz-se ponto fronteiro de C se e sd se

as intersecgoes de qualquer vizinhanga de b com C' e com o seu complementar forem ambas ndo vazias.
b é ponto fronteiro de C < V5 € RT, Vs (b)NC # DA Vs (b)) NR\C # 0

Ao conjunto de todos os pontos fronteiros de C chama-se fronteira de C e representa-se por Fr(C).

Exemplo 2.4 Relativamente ao conjunto |1,2[, os pontos fronteiros sao 1 e 2 e a fronteira é o conjunto {1,2} .
Exemplo 2.5 Seja B =]—00,3|U{5}. Entio Fr(B) = {3,5}.

Exercicio 2.2 Determine o interior e a fronteira de cada um dos conjuntos de nimeros reais:

a) A={2,3}U]4,5; b)B}?),%{; ¢)C={zeR:|z+1<3}.

Exercicio 2.3 Dé um exemplo de um conjunto que:

a) coincida com a sua fronteira; b) coincida com o seu interior.

Definicao 2.5 Sejam C' um subconjunto de R e d wm nimero real; diz-se que d é ponto de acumulacao de

C se e sd se em qualquer vizinhanca de d existe pelo menos um elemento de C diferente de d.
d ¢ ponto de acumula¢io de C < V5 € RY,Jac C:a#dNa € Vs(d)

O conjunto de todos os pontos de acumulacdo de um conjunto C' chama-se derivado de C' e representa-se
por C'.

Chama-se ponto isolado de C' a um elemento de C que nao é ponto de acumulacao.

Exemplo 2.6 Seja A =11,2[U{3}. Tem-se A’ =[1,2], 3 é ponto isolado de A.

2.2 Definicao de limite de uma funcao

Definicao de Cauchy

Seja f uma funcdo real de varidvel real e a € R um ponto de acumulacdo do seu dominio. Diz-se que o
limite de f quando x tende para a é o nimero real b se e s6 se para toda a vizinhanga de b de raio ¢ existe uma

vizinhanca de a de raio ¢ tal que

zeVs(a)\{a} = f(z) e Ve (D),
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isto é,

lim f(z)=b&eVe>0300>0:0<|z—a|<d=|f(x)—b <e

r—a

rs

¥

b+e

I /_rﬂ,// y=f(x)
h --——-——————

b-e +———— =3

-

e O limite de f quando z tende para a dd-nos o comportamento da funcao quando z é vizinho de a nao

havendo necessidade de f estar definida em a.

e Para tal é necessdrio que f esteja definida numa vizinhanca de a, excepto possivelmente em a, dai que a

definigao exija que a seja um ponto de acumulagao do dominio de f.

Observagoes:

1) Se b ¢ o limite de f quando x tende para a, esse limite é o tnico.

2) Se b ¢é o limite de f quando z tende para a, b € um nimero real.

Em caso algum, b é uma expressao com varidveis.

3) A afirmagdo “ b é o limite da fungdo f ” ndo tem qualquer sentido se ndo indicar a condigdo “quando x

tende para a”.

Exemplo 2.7 Dada a funcao definida por f(x) = x, represente-a graficamente e verifique (graficamente) que

lim f(z) =a.
Resolucao:
y il
y=fix)
"} % o A
1 1
- |
o ;
ﬂ—E g 4+= X

Em primeiro lugar Dy = R pelo que todos os pontos sio de acumulagdo.
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Basta tomar § = ¢ para ter a certeza que para todo o € >0

z € Vs(a)\{a} = f(z) € Ve(a).

2.3 Extensao da nocao de limite

Considere-se a fungéo f definida em R\ {0} por f(z) = i

}r.n

Vamos examinar o comportamento de f nas vizinhangas de zero.

2 = 0,000 0001, f(z) = 10000 000

z = —0,000 0001, f(z) = —10000 000

2 = 0,000 000 001, f(z) = 1000000 000
x=—0,000000 001,  f(z) = —1 000000 000

Estes exemplos mostram que, a valores de z “muito pequenos” em mdédulo, correspondem imagens f(x)

“muito grandes” em mddulo.

4 )

Estudemos agora o comportamento de f para valores de x “ grandes ” em mdédulo.
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Como no exemplo anterior, considerem-se o0s casos seguintes :

z = 10 000 000, f(z) = 0,000 0001

x = —10 000 000, f(z) = —0,000 0001

z =1 000 000 000, f(z) = 0,000 000 001
z = —1 000 000 000, f(z) = —0,000 000 001

A valores de x muito grandes em médulo correspondem imagens f(x) muito pequenas em médulo.

Vamos agora estudar o caso geral das fungoes cujos valores se tomam arbitrariamente grandes numa vizin-
hanca de um niimero a, ou arbitrariamente préximos de um valor b para valores “grandes” de x. Para tal é 1til
a introdugao de dois nimeros que nao sao nimeros reais; um que € maior que todos os nimeros reais, o outro
menor que todos os nimeros reais. Estes dois nimeros correspondem as nogoes intuitivas de infinito positivo e

infinito negativo.

Considerem-se dois elementos, nao reais, representados por +o0o (mais infinito) e —oo (menos infinito),

verificando as seguintes condicoes:
+oo ¢ R —o00 ¢ R;

Vr e R r< 400 ;VreR; —c0 < a3

Ve R T+ 00 =400+ = +00;
Vr e R T—00=—00+4+2T = —00;

vz € R\ {0} |z| x (400) = (+00) X |z| = 400;

Vz € R i‘ - ‘i —0;
+00 —00
Vz € R\ {0} ‘%‘Z—i-oo;
(=1) X (400) = —o0; (1) x (—00) = +00;
(+90) + (+50) = 400 (~00) + (~30) = oc:

(400) X (400) = +00.
Estas regras de cédlculos foram estabelecidas de acordo com a noc¢ao intuitiva de nimero maior que todos os

outros.

Representa-se por R o conjunto RU {400, —oo} munido com a adicio e a multiplicagio usuais completadas

pelas condigbes que definem o célculo para os elementos infinitos.

Observagao: Insistimos sobre o facto que os seguintes elementos nao estao definidos em R : 0o — 00 ; 0 ;
00
0Xxoo; —.

00
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Uma vizinhanga de +o0o (resp. — 00) é qualquer intervalo V4 (resp. V_4) da forma ] A, +oo[ (resp. |—o0, —A4]),

onde A é um mimero real positivo.

Tem-se
ze JA+0] & z>A

re ]-oo,—A] & z<-A
A defini¢ado de Cauchy pode agora generalizar-se aos casos em que a € b ndo sdo finitos. Se a for infinito,
Vs (a) dé lugar a V4 e se b for infinito, V.(b) é substituida por Vp.
Temos assim:
1) aeR,beR
lim f(z)=b & Ve>0,36>0 : z€Vs(a)\{a} = f(zx)eVe(d)

r—a

& Vex>0,30>0 @ O<|z—al<d = |f(x)—bl<e

2) a€eRb=+400
lim f(z) =400 < VB>0,30>0 : zeVs(a)\{a} = flz)eVs

< VB>0,30>0 : O0<|z—a|<d = f(z)>B

3) aeRb=—-0
lim f(r)=-0c0 <& VB>0,36>0 : zeVs(a)\{a} = flzr)eV.p

< VB>0,30>0 : O<|zr—a|]<d = f(zr)<-B

4) a=-+oobeR
lim f(x)=b & Ve>0,3A>0 : zeVy = f(zx)e€V.(b)

T— 400

& Vex>0,3A>0 : z>A = |f(z)-bl<e

5) a=400b=+00
lim f(z)=4c0 < VB>0,3dA>0 : ze€Vy = f(x)eVp

T— 400

& VB>0,3A>0 : z>A = f(z)>B

6) a=+o00,b=—00
llirf flz)=—c0 & VB>0,3A>0 : ze€Vy = f(z)eV_p

< VB>0,3A>0 : z>A = f(r)<-B

7)) a=-o0beR
lim f(z)=b & Ve>0,34>0 : 2zeV_ou = f(z)€V(b)

& Vex>0,3dA>0 : z<-A = |f(x)—-bl<e

30



8) a=—00,b =400
lim f(z)=+cc & VB>0,34>0 : z€V_y = f(2)eVp
< VB>0,3A>0 : z<-A = f(z)>B

9) a=—00,b=—00
lim f(z)=-00 & VB>0,3A>0 : zeV.ua = f(zx)eV,p

& VB>0,3A>0 : z<-A = f(zr)<-B
. . 1
Exemplo 2.8 Dada a fun¢io f definida por f(z) = e tem-se:
hr—il-l f(z) =0, lim f(z)=0.

Quando x tende para zero, a imagem de f(x) nao se aproxima de nenhum elemento de R pelo que nio existe
lin%) f(z). Isto ocorre pois quando x tende para zero e x € positivo, f(x) é arbitrariarmente grande positivo, mas
xr—

se x é negatiwo, f(x) é arbitrariarmente grande negativo.

2.4 Limites laterais

Considere-se a fungao f definida por

20 +1 se r>1
f(x) =
2x—3 se <1
i
A
4
2 |
I 'y
1 D_____i 2 x
.3/
7

Observando o gréfico da fun¢ao concluimos que:
e Nio existe lim1 f(z).
Tr—

e Se, em vez de trabalharmos com z € ]1 — ¢,1 + [, considerarmos apenas os valores de x superiores a 1,

isto é z €]1,1 + €[, entdo f(x) aproxima-se de 3, diremos que o limite da fungdo a direita de 1 é 3. Escreve-se :

lim f(z) = 3.

r—1t
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e Se em vez de trabalharmos com V.(1), considerarmos apenas os valores de x inferiores a 1, isto &, z €

J1 — g, 1], verificamos que f(x) tende para —1, diremos que o limite de f & esquerda de 1 é igual a —1. Escreve-se:

lim f(z)=—1.

rx—1—

Definicao 2.6 Seja f uma funcao real de varidvel real e a um ponto de acumulacio do dominio de f. Diz-se

que b é o limite de [ a esquerda (resp. direita) de a se para todo o € > 0 existir um § > 0 tal que
z €Vs(a) Nz <a (resp. x> a)= f(x) € V(b),

(com as devidas alteragdes caso b seja infinito).

Teorema 2.1 Seja f uma funcdio real de varidvel real e a uwm ponto de acumula¢io do dominio. Para b € R,

limf(z) =b< lim+f(:c) = lim f(x)=0.

T—a T— r—a—

Observagao: Resulta deste teorema que se lim+ f(z) # lim f(z) entdo nao existe lim f(x).

r—a r—a

Exemplo 2.9 Observe-se o sequinte grdfico de uma fungao f.

w

-
(%)
—
=
—
b

o Tem-se:

lim f(z)=1 lim f(x) =2,

r——1— r——1t

pelo que mao existe limlf(a:).

T——
Note-se que —1 ndo é ponto do dominio mas é um ponto de acumulagdo do dominio.
e Tem-se:
lim f(x)=0 e lim f(x) =0,
Tim f(z) =0 e lim f(2)
pelo que lin%f(x) =0.
xr—

Note-se que 3 nao é ponto do dominio mas é um ponto de acumulacdo do dominio.

e Finalmente lirrif(a:) = —2. ( justifique)
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2?2 4+1 se x>0
Exercicio 2.4 Sejat a funcdao definida por t(x) =
—1-2%2 se <0
a) O ponto 0 é ponto de acumulagcdo de Dy? Justifique.
b) Esboce o grifico da fungao.
¢) Graficamente, determine lim t(z) e lim t(z).

r—0t z—0~

d) Ezxiste lin%)t(x)? Justifique.

Observagdo: Se a funcio estd definida apenas a direita (resp. esquerda) de a, entao o valor do limite de f

quando z tende para a coincide com o limite & direita (resp. esquerda) de a.

Exemplo 2.10 Considere-se a fungio definida por f(x) = v/x — 2 cujo grdfico é o sequinte:

vr—2

—
f

Verifica-se que:
e O dominio de f é Dy = [2,+00].
e O nimero 2 é ponto de acumulagcio do dominio mas sé podemos considerar valores de x superiores a 2.

FEntao:

ilﬂrrgf(x) = lim f(x)=0.

r—2t

2.5 Propriedades dos limites de fungoes

As propriedades dos limites vao permitir-nos calcular limites sem recorrer a defini¢do.

P1. Unicidade do limite

Se existir o limite de f quando x tende para a € R, este serd tnico.

Demonstragao:
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Suponhamos que

lim f(z) =be limf(z) =c

Tr—a r—a

com b, c € R (caso b ou ¢ sejam infinitos o raciocinio ¢ semelhante) .

Seja € > 0 arbitrdrio. Entao existem d; e d2 tais que

zeVs(a)\{a} = [flz)eV(b)

zeVs,(a)\{a} = flz)e V(o).

Considere-se 6 = min {1, 4;} . Entéo para

z € Vs(a) \ {a},

tem-se

f(z) € Ve(b) N Ve(o),

o que quer dizer que

[flz)=bl<ee |fz)—c <e.

Tem-se, pelas propriedades dos médulos,

b—cl=b—f(z)+ f(z) - |

|b— ¢ b= f(z) + f(z) = ¢
[f(z) = bl +|f(z) — ¢|

2e.

IN

IA

Sendo ¢ arbitrério resulta que |b — ¢| = 0, isto é, b = ¢. Consequentemente lim f(z) é unico.

r—a

P2. Limite de uma constante

Se f é uma constante entio o limite de f quando x tende para a € R é a prépria constante.

-
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Exercicio 2.5 Determine :

a) lirré 5; b) lim (—4); ¢) lim 0.

xT— 400 T— —00

P3. Limite de uma soma

Se f e g tendem para b e c, elementos de R, quando = tende para a € R, (exceptuando o caso em que b e c

sao ambos infinitos de sinais contrdrios) entdo a fungao f + g tende para b + ¢ quando z tende para a.

Observagao: O caso em que b e ¢ sdo infinitos de sinais contrarios, chama-se indeterminagao oo — o, e

tem que ser analisado caso a caso.
Exemplo 2.11 Calcule 111% (x+3).
€r—
Resolugao: Atendendo as propriedades dos limites vem
111112 (x+3)= 111112 x+ 111% 3=2+3=5.
Exercicio 2.6 Determine:

a)iiinl (x+2); b) lim (3—ux); c)wli)rgloo (x+5); d lm (2-=z).

T— 00 T——00

P4. Limite de um produto

Se lim f(z) = b e limg(z) = ¢, com b,c € R, exceptuando-se 0 caso b=o00 e c=0 (ou b=10 e ¢ = 0),

r—a r—a

entao

lim (f.g) () =b.c

Tr—a
Observagao: No caso em que b = oo e ¢ = 0 tem-se uma indeterminagao do tipo 0 X co, como tal, tem

de ser analisado caso a caso.

Exercicio 2.7 Utilize esta propriedade para justificar que:

a) lim [k.f(z)] = k.lim f(z) (k constante) ;

Tr—a r—a

. 2 . 2 . . n . n
b) lim [f(x)]” = [hm f(:c)} , mais geralmente lim [f(z)]" = [hm f(x)} ).

r—a Tr—a Tr—a Tr—a

Exemplo 2.12 Calcule lim (422 + 22 +1) .
€r—
Resolucgao:
2
lim (422 +2z+1) = 4lim 22 +2lim 2 + lim 1:4<lim :c) +2x141=4x124241="7.
Exercicio 2.8 Determine:

a) xlirgz (22 + 3z +2); b) xll)I—&l:loo (322 +4); c) wli)rzloo (223 +7).
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P5. Limite de um quociente

Suponhamos que f e g tendem para b e ¢ respectivamente quando x tende para a, exceptuando os casos de

b
ambos serem nulos ou ambos infinitos, entio i tende para — quando x tende para a.
g c

Exemplo 2.13 Determine lim .
r—2 T+ 1

Resolucao:

2 2 _2

I = = =<,
s S m (e+1) 2+1 3

Exercicio 2.9 Determine:

2—- 2
a) lim > b) lim L. im &3,

T—+00 ;L’Q ’ T——00 .§C2

d) li .
=0 x—1" )z—l»I(])ﬂf x+1

P6. Limite de uma raiz

Se lim f(z) =b e p € N entio lim »/f(x) = Vb, admitindo no caso de p ser par, que f(z) >0 Va € Dy.

r—a rT—a

Observagao: Caso b seja infinito, {/b também ser4 infinito.

Exemplo 2.14 Calcule lim o

z—8~ 6 — \/521,‘—4.

Resolucao:
o—8 6 —\/bxr—4 lim (6-v52—-4) 6-— [lim (z—4) 0t
TS T—8~
Exercicios 2.10
1) Determine:
a) lim_ /10 + 5z — 23; b) lim (32% +z); c) lim dr -3,
T——2 ’ x—0 ’ o1+ x+1"'
4x —3 22
d) i —_—; li .
) T . ey

2) Seja a funcao h definida, em R, por

WV
w

2x se x

22—3 se <3

a) Calcule lirré h(z) e lim h(z).

Tr——00

b) Investigue se existe lim h(x), calculando lim h(x) e lim h(z).

z—3 r—3t r—3~
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3) Considere, em R, as fungées f e g definidas por:

WV
o

22—x+2 se x>0 —z se
flz) = eg(x) =

2z +1 se <0 l—-2 se =<0
a) Mostrar que nao existem ili% f(z) nem ilg}) g(x).
b) Definir, em R, a funcao f + g e calcular, se existir, ili% (f+9) (z).
¢) Calcular IEIEOO (f+9) (x) e IEIPOO (f+9) (x).

4) Considere as fungdes reais, de varidvel real, f e g definidas por:

f@) = o egl@) =1-=.

a) Calcule 1ir£ f(x) e lim g(x).

b) Determine lim —= e lim Z—<.

/ A (@)
5) E dada o funcdo t definida, em R, por:

-2z se x<-—1

t(x) = 2241 se —-1<zx<?2

3xr—2 se x>2

Investigue se existe:
a) lim1 t(z); b) 1ir112 t(z).

2.6 Indeterminacoes

Nas situagoes em que a aplicagao das propriedades nao permite chegar a um resultado, estamos em presenca de

operagoes nao definidas em R, a que chamamos indeterminacoes.

A resolucdo destas indeterminacoes deve ser feita caso a caso.

8

Vamos entao analisar os métodos de resolugao para as indeterminagoes do tipo oo — 0o, 0 X oo, 0 e
00

1) Consideremos em primeiro lugar que z tende para a (finito).
Vamos verificar que todas as indeterminagoes se podem reduzir & indeterminacao 0

Exemplos 2.15

3 —3x? + 4z —2
1)1
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. . . . 0
Resolugao: Aplicando o teorema do limite do quociente obtemos g 0 que mostra que 1 anula os termos

da frac¢ao. Efectuando a divisdo por, x — 1 pela regra de Ruffini vem:

1 -3 4 -2 1 -3 2
1 1 —2 2 1 1 —2
1 -2 2 0 | 1 -2 0
FEntao:
. oxt =32 4+dr -2 (z—1)(2?—22+2)
lim = lim
z—1 22 —3x+2 z—1 (x—1)(z—-2)

Como o limite se calcula quando x tende para 1 por valores diferentes de 1, vem x — 1 #£ 0 e, consequente-

mente,
ot =344 -2 . a2 —20+42
lim = 7=

— —1.
z—1 2 — 32 +2 Pk} Tz —2

-3
2) 1 .
) lim, =

. . . 0 o .
Resolugao: Aplicando os teoremas sobre limites obtemos 0 Vamos multiplicar ambos os termos da frac¢ao

por \/T + 3, vem:

Vi-3 . (Va-3)(JT+3) . z—9 . 1 1

lim Y22 | TR el NS TN S
29 -0 209 (2-9)(VT+3) a9 (-9 (VT+3) =29 V213 6

3) lim

rz—2t

z2—4 3r+1
x 2
T (z—2)

Resolugao: Trata-se de uma indeterminagdo do tipo 0 x 0o (porqué?) mas, se efectuarmos a multiplicagdo,

vem

. (22 —4) Bz +1)

z—27F z(z—2>%

) o 0 .
que é uma indeterminacao do tipo 0 Tem-se sucessivamente:

, > —4  3x+1 . (z2—4) Bz +1)
lim X 5 = lim 5
z—2+ x (x—2) z—2+ x(z—2)
. (z=2)(z+2)Bz+1)
= lim
x—2+ x(z— 2)2
. (r+2)Bz+1)
- ljm = Aee T )
e z(x—2)
o 4AxT
= axor ™
2z
: 22 —4
N
T+2

38



~ . . ~ . o0 . - ..
Resolugao: Trata-se de uma indeterminacao do tipo —. Se efectuarmos previamente as operacoes indicadas
00

, . L .0
obtém-se uma indeterminacgao do tipo —.

Vem:
2z
. 2 _4 ) 2z (x + 2) . 2z (x +2) . 2z 1
1 il S| ikl Sl M A — 2 e
a5y T B oot B(a2—4) eosr 5(z—2)(x+2) oot 5(x—2) 5
T+ 2

1 1
5) 1 .
)zjrfnﬁ <x2—1+x+1>

Resolugao: Trata-se de uma indeterminacdo do tipo oo — co. Efectuando a adi¢cdo vem:

lim <#+1) lim[ ! Loy, AfesD
g——1+ \22-1 ax+1 z——1+ [(x+1D)(x—-1) z+1 z——1+ (x+1)(x—1)
. x B B
N G D@ o

2) Em segundo lugar vamos estudar os casos em que z tende para +0o ou —c.

. . ~ . o
De um modo geral as indeterminagoes reduzem-se ao tipo —.

Exemplos 2.16

2
1) lim 6z +7x+ 3 <2>

z—+oo 822+ 62+ 1 \oo

Resolucdo: Dividindo ambos os termos da fraccdo por 2, vem

7 3
LGt Tet3 L OtTTos 64040 3
z—too 822 +6x4+1 a—too 6

= =—.
5404 L 805074
x T
1
2) lim %\/szrl(Oxoo).

Tr——00

Resolugao: Dividindo ambos os termos por da fracgao por |x|, vem:

T——00

1
1 N I+ Jito 1
hm %\/ CL'2+ = hm xT:_: 1111’1 JL +

o0

T—— z——00 2_515 ) - _5'
||
4x
. 22+1 (0
3) Jim <0> .
22t +1

Resolucao:

00
i 241 i 4x(2x4+1) (g)

T——00 12 o
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Dividindo ambos o0s termos da frac¢do por x°, vem:

4
8% +dz _ . Stoar 840
z——oco x4+ 22 a0 1,1 7 0" -
z a3
. 3 B
4) wll}r_{loo (2® — 32+ 2) (00 —00).
Resolucao:
3 2
lim (z*-3z+2) = lim [*(1-S+=]||=+
r——+00 z——+00 x2 x3

5) m (Va2 +z — Va2 +1) (00— 00).

Resolucdo: Multiplicando e dividindo ambos os termos da fraccdo por Va2 + x + V2 + 1, vem:

! 2w — /a2 _ g WEPre—v2ltl) (VaPfz Vel 1)
= WtV = e Va2 +z 4+ Va2 +1
(Va2tz)’ - (var+1)’

e—too Va2t +Va?+1

. ? +a— (22 +1)
= lim

r=roo Va2 b a4 Va? +1

I z—1 (00)
im — .
e—to0 \/x2 + x4+ a2 +1 \o0

Dividindo ambos os termos da fraccao por x, vem:

1
. z—1 1*5 1
Lllrfw\/2+ Y~ = - ==73
T— 2+ T
\/1+E+\/1+ﬁ
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Exercicios 2.11 Calcule cada wm dos sequintes limites:

a) lim M b) lim i ¢) lim il
IH% 222 —bxr +2’ =2 g3 —3x244 -1 g +1’
23 — 622 + 11z — 6 . -1
d)xlir{h 3+ 22 —5r+3 "’ e)ilg%) ’ 1) h \/_—
T — T 1—var+4 . 9 3x42]
G W, 9t |- 2
1
4x +3 5 o
: 2 . )
j)ilg%) [ x2+3x} k)z—lfr—%f {($+3)9+x2+6x}’ Y 1102x—i-1’
2
x
. 11—z . l _ i : 1 _ L .
m) iy 5% W (5o 0 im (= o)
2 —1
3+ Tz 22% + 5z 2+ b
. ) . , .
r) xﬂnfoo 2—z’ 9 zﬂnfnoo 22 +3x+2 r) zﬂlmoo Tr2 -3’
x> x 2 1
lim  —— t) i - I =);
s) lm By )m;rfm[$2+1(x+3)], w) lim <3x2+1x),
v) lim (2% —2); w) lim (2% =3z +1); ) ,Jim (Vz+3—-7);
y) lim (V1—z+x)
Solugaes:
1 2
a) 3’ b) 3’ c) 3; d) +00;
1
e) 0; f) 2 g) +00; h) =3
2
m) —g; n) —oo; 0) —o0; p) —T7;
Q) 27. 7') —00; 5) 07' t) 17.
1
u) g; v) —00; w) +0o0; z) 0;
y) —oo
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3 Continuidade de funcoes reais de variavel real.

3.1 Funcgao continua e fungao descontinua num ponto

Exemplos 3.1 Considerem-se as fungoes f, g, h e m reais de varidvel real definidas pelos seus grificos.

v ]

=
T
'
1

=
by & -

Intuitivamente podemos afirmar que a fungao f é a unica que é continua em todos os pontos do seu dominio

pois é a unica cujo grifico se pode desenhar sem levantar o ldpis do papel.

A funcao h nao é continua no ponto x = 2, ela seria continua se a imagem do ponto 2 fosse 1, de modo que

o seu grifico fosse uma pardbola completa. Observe-se que lim h(x) = 1 mas h(2) = 0, dai a descontinuidade
no ponto x = 2.
A fungdo g nao é continua no ponto no ponto x = 0. De facto,
lim g(z)=1e lim g(z)=2=g(0).
lim g(r) =1 lim g()=2=g(0)
Diremos que g é continua & esquerda em x = 0 pois se restringissemos o dominio de g a ]—00,0], a fun¢do

obtida seria continua em x = 0.

A fun¢do m ndo é continua em x = 1, nem a esquerda nem a direita. De facto ndo existe lim1 m(x) uma
Tr—

vez que os limites laterais sio diferentes e, além disso, diferem ambos de m(1) que é igual a —2.
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Definigao 3.1 Seja a um ponto de acumulagdo do dominio de uma fungdo real de varidvel real f. Diz-se que

f é continua no ponto a se e sé se existe lim f(x) e
r—a

lim f(z) = f(a).

r—a

Caso nao exista lim f(x) ou este seja diferente de f(a), diremos que f é descontinua em x = a.
r—a

Diz-se que [ é continua a direita (resp. esquerda ) de a se e s6 se

lim f(x) = f(a) (resp. lim f(z) = f(a)).

z—at T—a~
Observagoes:

Nao faz qualquer sentido falar em continuidade ou em descontinuidade de uma fungao f num ponto a que

nao pertenga ao dominio (néo existiria f(a)) ou num ponto isolado do dominio (ndo faria sentido falar em

lim f ().

Exemplos 3.2 Considere os sequintes casos:

1) Averigue se a fungdo f é continua no ponto x =1, sendo

Resolucao:
f € continua em © =1 se e sé se existir lim1 f(z) e lim1 f(z) = f(1).

Como o direita e o esquerda de 1 a funcdo estd definida por expressoes diferentes, vamos determinar os

limites laterais. Tem-se:

lim f(z)= lim (z+1)=2

r—1+ r—1t

1111117 flz) = 111{17 2 =1

Como os limites laterais sao diferentes, nao existe lz’mi f(x) e consequentemente f nao é continua em x = 1.
xr—
Observagdo: Como lz'm+f(:c) = f(1), f € continua & direita em x = 1.

x—1

2) Seja g a fungdo definida por

Vamos estudar a continuidade de g no ponto x = —2.
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Resolucgao:

Tem-se:

lim g(z)= lim (2*-1)=3

z——2% z——2%

lim g(z)= lim (x+5)=3.

r——2- r——2—

Assim lim2g(x) =3.

T——

Por outro lado, g(—2) = 1, pelo que lim2 g9(x) # g(—=2) e a fun¢io g ndo é continua no ponto x = —2.
T——

3) Seja h a funcao definida em R, por

»—5r+2 se =0
h(z) =

x+2 se x<0.

Vamos estudar a continuidade de h no ponto x = 0.

Resolucao:

Tem-se:

lim h(z) = lim (2 -5z +42) =2

z—0+t z—0+t
lim A(z)= lim (z+2)=2.
rz—0~ rz—0~

Como h(0) = 2 resulta que lin%h(x) = h(0) e a fungdo h é continua em x = 0.

Exercicios 3.1 Resolva cada um dos sequintes exercicios :

1) Observe os sequintes graficos e complete.

a)

A
) lzmzf(x) = .
b o f(2) = ..
|
: - e f ¢é continua no ponto ......
-1 (0 2 L
b)
/ mlﬁnﬂf(m) = ...
ek ) .
| . = ndo existe lim f(x).
: x lim f(z) = ... o=l
0 :1 r—1—
_1___ ;
-2 o fnioé........ no ponto x = 1.
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¥
3-—--T .i-zinif(x): .......
i o f(1) = oo
1|- I e fnioé.......
x
LI |

2) Considere a fungao real, de varidvel real, m definida por :

224+1 se z>3
m(zx) =
1-3z se x<3.

Estude a continuidade em x = 3.
3) Seja t a fungao definida, em R, por:

22 —3x+1 se >0
tx)=4¢ 2 se =0

z+1 se x<0.

Averigue se é continua em x = 0.
4) Seja g uma funcao real, de varidvel real, em que
g(z) = |z — 3| +=z.
a) Escreva a expressio designatdria da fungao sem utilizar o simbolo de mddulo.
b) Averigue se é continua no ponto x = 3.

5) Considere a fungdo real, de varidvel real, t definida por :

x
|z + 1|

se x# -1
t(z) =

0 se x=—1.
Mostre que t ndo é continua para x = —1.

6) Prove que é continua & esquerda de 0 a fungdo real, de varidvel real, definida por:
z + |z

se x#0

0 se x=0.
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3.2 Propriedades das fungoes continuas num ponto

Propriedade 1

Sejam f e g fungdes continuas num ponto a pertencente a Dy N Dy e ponto de acumulacao de Dy N Dy.

Entao:
f
f+g7 f_g7 fg € 5 (g(a)#0)7
sao continuas no ponto a.

Demonstragao:

As demonstragoes resultam imediatamente das propriedades dos limites e da definigdo de continuidade.

Vejamos apenas o caso f + g, deixando os outros como exercicio.

Sendo f e g continuas em a tem-se:

lim ( +g) (x) = lim f(z) + lim g(x) = (@) +g(a) = (f +3) (a).

r—a r—a

Assim:
lim (f +9) (@) = (f +9) (a).
0 que prova que f + g é continua no ponto a.
Propriedade 2

Se p € N e f é uma funcio continua no ponto a, também sio continuas em a as funcoes fP e ¢/f

( excepto se p par e f(x) <0).
3.3 Continuidade num intervalo

Definigao 3.2 Uma funcao f diz-se continua se e s6 se for continua em todos os pontos do seu dominio.
Uma fungao f diz-se continua em |a, b se for continua em todos os pontos desse intervalo.

Uma fungdo f diz-se continua em [a,b] se for continua em ]a,b|, & direita de a e & esquerda de b.

Exemplos 3.3 Considere os sequintes exemplos:

a) Uma fungio constante é continua. De facto se f(x) =k (k constante) Vo € Dy,

limf(x) = f(a) = k.

r—a
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b) A fungao identidade é continua.
Se f(x) =z, vem
limf(z) = f(a), Ya € IR.

2

¢) A fungdo definida pory = x* é continua pois é o produto de duas fungdes continuas, sendo estas f(x) = x

eg(r) ==

d) Uma fungdo polinomial f é continua. Seja :
f(x) = apx™ + a12" ' 4 ... + a,.

Verifica-se que f é a soma de produtos de fung¢des continuas.
e) Uma fun¢io racional (quociente de fungdes polinomiais ) é continua no seu dominio.
f) Estude a continuidade da funcgdo f real, de varidvel real, definida por:

221 se xz>2
flx)=1 3 se =2
7 se x <2
Resolug@o: Para x > 2 a fungdo é definida por wm polinémio, entio f é continua no intervalo |2, +ool.

Como para x < 2 f é constante, é continua no intervalo |—oo, 2[. Resta estudar a continuidade de f no ponto

z = 2. Como:

; _ ; 2 _ —
(&
CICIENUTEE

nao existe lm%f(a:) e consequentemente f ndao é continua em x = 2. Entdo f é continua em R\ {2}.
T—

g) Para cada nimero real k a expressio sequinte representa uma fungdo real, de varidvel real :

222 se x<2
g(x) = k se =2

—x+3 se x>2.
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i) Mostrar que para qualquer valor de k a fun¢ao tem um ponto de descontinuidade.
it) Qual deve ser o valor de k de modo que a funcao g seja continua o direita de 27
iii) Indique os valores de k de modo que a funcgdo seja descontinua & esquerda e

direita no ponto x = 2 (descontinuidade bilateral).

Resolucgao:

i) A funcio é continua em ]—o00,2] e ]2, 400[ por ser representada por polinémios. Em x = 2, tem-se:

limgl@) = lm (-z+3) = 1
e
lz’g%ﬁg(w) = liglﬁ (22%) = 8,

pelo que nao existe lz'n% g(x). Assim, o valor do limite ndo existe independentemente do valor de k, o que significa
xr—

que a fungdo é sempre descontinua no ponto x = 2, qualquer que seja k.

ii) A funcao serd continua a direita de 2 se lim+g(a:) = g(2), ou seja k = 1.
T—2

i11) Para termos uma descontinuidade bilateral, temos que ter :

k. # 1 (descontinuidade o direita)

k  # 8 (descontinuidade o esquerda) .

Logo k € R\ {1,8}.

3.4 Continuidade da fungao composta

Teorema 3.1 Seja f uma fungdo continua num ponto a do seu dominio e g uma fungdo continua em b = f(a)

entdo go f é continua em a.

Observagao:

Pelo resultado anterior,

lim (go f)(z) = (9o f)(a)

Tr—a
ou seja

lim g[f(x)] = g[f(a)]

Tr—a
ou ainda

lim g1f(@)] = g [lim f(2)]

r—a r—a

Quer dizer, nas condigoes referidas, sao permutéveis o sinal lim e o sinal da funcao g.
r—a

48



4 Funcao exponencial e funcao logaritmica

4.1 Fungao exponencial

Definicao 4.1 Chama-se fungcao exponencial de base a o func¢do real de va-ridvel real,

exp,: R — RF
r — y=a° aceRT\{1}.

Propriedades:
e O seu dominio é R.
e O seu contradominio ¢ R,

o a*! =a”? = x1 = T, VT1,22 € R.

Assim f ¢ injectiva.

No estudo da variagdo de f consideram-se dois casos:

L.la>1

er>0=a">1

er=0=>a"=1

er<0=ad"<1

o1y < Ty & a™ < a2, Vry,xe € R (funcdo estritamente crescente)
° IEIEOOaI = +400; IEIPOOa’” =0.

e ¢ continua em todo o seu dominio

O gréfico da funcao quando a > 1 é:
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2.|0<a<x1

exr>0=ad"<1

ex=0=a"=1

exr<(0=a">1

o1 < Xy & a”™ > a2, Vry, xe € R (funcio estritamente decrescente)
o wli)rilooa’” =0; wli)l_nooax = +400.

e & continua em todo o seu dominio

O gréfico da funcao quando 0 < a < 1 é:

Exemplos 4.1 Determine, em R, o conjunto solu¢do de cada uma das sequintes condigoes:
1.1) 22 x 37 =2 x 37% = (; 1.2) (0,5)902 > (0, 125)290; 1.3) 10732 > 0,01.

Resolucgao:

11) #?x37"-2x3"=0 & 37(2*-2)=0
& 3 =0Vvz?-2=0
& 22-2=0

= SEZ*\/ﬁV‘T:\/ﬁ

O conjunto solugdo é {f\/ﬁ, \/5}
Observacao: Como a funcao exponencial nao tem zeros, a primeira equagado, isto é, 3% =0, é impossivel.

22 o 1 z? 1 2z
£2) (0,597 > (01257 & (5] >(3

OO

Atendendo a que a func¢do exponencial de base menor que a unidade é decrescente, vem:
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s 22-6x<0
& z(x—6)<0

& xe0,6].

O congunto solugdo é [0, 6]

1.3) 10°737>0,01 & 10773 > 1072

Atendendo a que a func¢do exponencial de base maior que a unidade é crescente, vem:

s 2 —-3r > -2
s 22—-3x42>0

&z €|-o00,1[{U]2,+o0f.
O conjunto solugdo é |—oo, 1{ U ]2, +o0]
Exercicio 4.1 Considere a funcao real, de varidvel real, definida por:
flz)=1-17""=

1) Determine o dominio e o contradominio da fungao.

2) Resolva cada uma das condigoes:

2.1) f(z) = f(2). 2.2) f(xz) > 0.
Solugées: 1) D=R ; D' =] —0,1[. 2.1) CS ={2} ; 2.2) CS =]2,+0|.

Exercicio 4.2 Determine, em R, o conjunto solucdo das inequagoes:

1
1) 5x71 > 55741'7. 2) 05x2 > (§)3x

Solugoes: 1) CS :]g,+oo[; 2) CS =[0,9].

Exercicio 4.3 Considere as funcoes g e m, reais de varidvel real, definidas por:

L 1 r—4
g(x) =47 —1 ¢ m(x) = (5) +2.

1.1) Indique o dominio e o contradominio de cada uma delas.
1.2) Calcule os zeros de g e os de m.

1.8) Determine os valores de x tais que :

1.3.1) g(z) = g(1); 1.3.2) g(z) > 15; 1.3.3) m(2z + 1) < m(x).
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Solugoes:

3
1.1) Dy=R ; D, = {_Z’ —l—oo[ ;D =R ;D =12 +od.
1.2) Zerosg = {—2,0} ; Zeros,, = @.

1.3.1. CS={-3,1}; 1.3.2) CS = | —00, -1 =3[ U] =1+ V/3,+00[; 1.8.3) CS = [-1, +0o0].

A funcao exponencial de base e (nimero de Neper)

Como caso particular das fungoes exponenciais, tem-se a fungdo exponencial de base e (exp ),
flz) =¢€".

Note-se que esta funcdo tem todas as propriedades da funcdo f(z) = a*, com a > 1 e ainda,

-1
lim = — 1
z—0 x
S Tt peR
5 e+l _ In (1
Exercicio 4.4 Calcule: 1) lim L ; 2) lim u; 3) lim w
z—0e3% — 1 z—0— 2 u—s0

Solugoes: 1) g; 2) +o0; 8) 1.

Conceito de logaritmo de um niimero

Antes de apresentar a fungao logaritmica, dé-se a definicdo de logaritmo de um nimero, seguida das pro-

priedades operatdérias dos logaritmos.

Definicao 4.2 Logaritmo de um nimero positivo x na base a, positiva e diferente de um, é o nimero a que
se deve elevar a base para obter x.
_ — Y
log, r=y & x=a".

Desta equivaléncia resulta que

T = aloga x

e que,

log, a¥ =y.

Quando a base é e omite-se o e e escreve-se Inz. A estes logaritmos chamam-se neperianos, em homenagem

ao matemadtico inglés Neper.
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Propriedades operatérias dos logaritmos

Sendo x e y nimeros positivos e a e b nimeros positivos diferentes de 1, tem-se:

P1. log, (z.y) =log, = +log, y

P2. log, (%) =log, x —log, y

P3. log, 2 =plog, x, Vp € R

P4. log, ¥/z =Llog, x ,Vn € N. (Caso particular de P3.)

P5. log, « = log, =.log, a

4.2 Fungao logaritmica

Definigao 4.3 Sendo a func¢do exponencial uma funcdo injectiva, admite inversa. Chama-se fung¢ao logarit-

mica @ sua inversa.
. +
log,: R — R

x = y=log, v+ ©x=a’,acR T\{1}.

Propriedades:
e O seu dominio é Rt.
e O seu contradominio é R.

e Tem um zero para x = 1, pois

log,r=02=a"<r=1

e log, 1 =log, 2 = =1 = T2 ,Vr1,22 € RT.
Assim f ¢ injectiva.

No estudo da variacao de f consideram-se dois casos:

Lia>1

ez >1=1log, >0

ex=1=1log, z=0

exr<1=log, x<0

o 1 < xy = log, z1 <log, ®2, V1,22 € Rt (fungdo estritamente crescente)
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e limlog, v =+o00; lim log, + = —o0
r—+00 z—0+

e ¢ continua em todo o seu dominio

O gréfico da funcao quando a > 1 é:

S

2.|0<a<x1

ez >1=log, z<0

ex=1=1log, z=0

r<1=log, x>0

x1 < T3 = log, x1 > log, w2, Va1, 72 € RT (fungdo estritamente decrescente)

limlog, z = —o0 ; lim log, z = +o0.
xr——+00 z—0+

e ¢ continua em todo o seu dominio
O gréfico da funcao quando é 0 < a < 1:

20T

y

15T

Observagao: No caso de a = e, obtém-se a fung¢do logaritmo natural que se representa por In.
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Exemplos 4.2 Considere os sequintes exercicios:
1) Seja f a fungdo real, de varidvel real, definida por:
f(z) =5—1logg (2+3z).
1.1) Determinar o dominio e o contradominio de f.

1.2) Definir, em R, o conjunto-solu¢io de cada uma das condigdes:
f(z) = f(0) e  flz)>6.
2) Calcular o dominio, o contradominio e definir a func¢do inversa da fung¢io h definida por:
1
h(z) :3+§1og7 2z —1).
Resolucgao:
2
1.1. Dy :{xeR:2+3x>O}:}—§,+oo[; D} =R.
1.2. f(z)=f(0) < 5—logs (2+3z)="5—1logg 2

< logs (2+3z) —logg 2=0
243z

& logs =log; 1
N 2+3x_1

5 =
& =0.

Atendendo a que 0 € Dy, entao o conjunto solu¢ao da condi¢ao é {0} .
fz)>6 < b5—logg (2+3z)>6
< —logg (2+43z) >1
& logg (2+43z) < —1
1
< logs (2+ 3z) < logs 3
Como a base é maior que a unidade, a funcdo logaritmica é crescente e, portanto:
1
& 243z < 3 AN x €Dy
)
< o< 9 AN x €Dy

2 5
O cojunto solug¢do é | —=,—=|.
cojunto so ugaoe} 3 9[

2. Dh:{xeR:2x—1>O}:}1

§,+OO|:; D) =R.
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Vamos agora determinar a expressdo que define a inversa. Tem-se:

y:3+%10g7(2x—1) & y—3:%10g7(2x—1)
< 2(y—3)=log; (2z—1)

& 22-1=7%""F

1 1
S 2+2x

Podemos agora definir a inversa, tendo-se:

h~t: R— ]%,+oo[

1 1
— _ 721‘—6.
T — 5 + 5 X

Exercicios 4.5 1. Considere a funcao real, de varidvel real, f definida por:

f(z) =1+1n(2 — 32).

Determine:
. . . . . 2—e
1.1) O seu dominio; 1.2) Uma expressao designatdria da sua inversa; 1.3) f ( 3 ) .
2. Caracterize a fungdo inversa de cada uma das sequintes f.r.v.r. :
2.1) t(x) =1+ 31 2.2) s(x) =logy (1 — 3a); 2.8) p(x) =5 —logyy (= +5).

8. Determine o conjunto solu¢ao das condigoes:
3.1) 4(lnx)? —3Inz — 7 < 0; 3.2) "+ Te ™ =8.
4. Determine E, sabendo que:
1
In F= éln z+2lny+1.

Solugoes:
_ ,z—1
1.1) D, :}—oo,g[; 1.2) fY(z) = QTQ; 1.3)2.
2.1) Dy-1 =]1,400[; D,y =R; t7! (z) =1 +logg (z — 1).

1

1 .
22) Ds*1 = R; D;71 :] — 00, [f s7! (CL') = § - 5(5)1

2.8) Dyr =R; D/, =] —5,+o0[; p~t (z) = =5 +10°7.

9.1) el ed]
3.2) {0,In7}
4. E=cy’\/z
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