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Primitivas

A primitivacao é a operacao inversa da derivacao.
Def. A funcao F' é uma primitiva da fungdo f no intervalo (com
mais do que um ponto) I C R se F'(z) = f(z),Vx € I. Para indicar
que F' é uma primitiva de f é usual escrever F' = Pf ou F = [ f.
. F=Pfsse F'=1f.
Ex %2 = Pr,em R; logz = P1 em ]0,+oo; e’ = Pe”, em R.
Decorre directamente da definicao de primitiva de uma

funcao que, se f é primitivavel no intervalo I (i.e., existe uma pri-

mitiva de f em I):

. Existe um ntimero infinito de primitivas de f em I. (Se F = Pf,

entdo F' + C' = Pf, qualquer que seja a constante C'.)

. Toda a primitiva de f em I é uma fun¢ao continua em X. (Uma

primitiva é uma fungao derivavel e portanto continua.)

Teor. Se f é primitivavel no intervalo I, quaisquer duas primitivas
de f em [ diferem de uma constante. (i.e., se FF = Pf e G = Pf,
entdo F' — G = constante).

Se F = PfeG=PfemlI, temse F/' = fe G = f, o que



implica F' =G < (F — G) =0« (F — G) constante em [. O
Se F' = Pf no intervalo I, o conj. das primitivas de f em [ é

{G = F + C,para todo o C' em R}.

Determine a funcio G : R — R sabendo que G'(z) = 2% e

G(0) = 1.
Pz? = %3 Assim, G(z) = %3 + C, para alguma constante C. Como

G(0) = % + C =1, tem-se C' =1 e portanto G(x) = %3 + 1.

No Teorema anterior, é relevante o facto do conj. I ser um

1— % sex >0
intervalo. As funcoes F(z) =1 —1 e G(z) =

2—% sex <0

satisfazem F'(z) = G'(z) = &5, Vo € X =| — 00,0[U]0, +oo[. No
0 sexz>0

entanto, F'(z) — G(z) = , e portanto F' — GG nao é
—1 sex <0

constante em X.
Em que condigoes é uma funcao primitivavel num dado intervalo?
E valido o seguinte Teorema.

Teor. Toda a funcao continua no intervalo I é primitivavel em 1.

Ha funcoes “simples” que nao sao primitivaveis. Por exemplo,



Fo) = 0 sex#1 Vap---- '

—1 sex =1

[\)

1/2 1
nao é primitivavel no intervalo ]0, 1].

Suponha que f é primitivavel em |0, 1] e seja F' uma primitiva de
f nesse intervalo. Como F’ = f em |0, 1], tem-se F' constante em
1, ie, F=Ciem 0,3 e F = Cy em ]5,1[. De F

]O,%[ e em |

DO +—

ser continua em 0, 1[ resulta que C; = Cy = F(3) e portanto F
é constante em |0, 1[, o que implica que F' = f = 0 em |0, 1], em

contradicao com a definicao da funcao f.

Regras de primitivacao:

1. Se f e g sao fungoes primitivaveis no intervalo I, a funcao f + g
é primitivavel em [ e P(f +¢g) = Pf + Pg.
Sejam FF'=PfeG=Pg. (F+G)=F +G =f+g.
. F+G=P(f+g9) =Pf+Pg. O
P+ 2 +1)=Pa® + Pr+Pl=2% 42 444 C.

P23 = P35 4 Pl =log(a? 4+ 1) + arctgz + C.

2. Se f é primitivavel no intervalo I e A é um nimero real, a funcao
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Af é primitivavel em I e P(Af) = APf.
Seja F = Pf. (\F) = \F' = \f.
. AP =PAf. O

P—3x=—-3Pxz = —ga:2+C.

5 = PhE = 1P = Hog(a? +1) + C.

P(3x?—4cos2x) = 3Px*—2P2cos 2x = 23 —2sin 22 +C.

Métodos de primitivacao:

1. Primitivacao por partes. Sejam f e g funcoes definidas no inter-
valo I, F'= Pf e g derivavel em I. A funcao fg ¢é primitivavel

em [ e P(fg) = Fg— P(F¢).

a) P(zsinz) = zPsinz—P(P(sinz)z’) = —zcosx—P(—cosz) =
—xcosx +sinx + C.

b) P(ze”) = zPe” — P((Pe")2’) = ze” —e” 4 C.,

2

c) P(xlogx) =logazPx— P(P(z)(logz)") = % - P(%

8=

) =

22 log x 1 _ z?logx 22
— o —Pr= -7+ 0



d) P(logz) = P(llogz) = logxP1—P(P(1)(logz)') = zlogx—
Pl=zlogz —xz+ C.

e) Parctgz = P(larctgx) = varctgr — Pty = varctg z —

sP5 = varctg e — slog(a? +1) + C

f) Psin®z = P(sinzsin®r) = —sin® v cos x+P(cos z 2sin x cos ) =
2

) = —sin®z cosz—2 cos® 2+C.

— sin® x cos x+2P(sin z cos :

2. Primitivacao por substituicao. Sejam f uma funcao primi-
tivavel no intervalo I e ¢ uma bijeccao derivavel do intervalo J

em [. Entao, Pf(z) = P(f(e(t))¢'(t)), com z = ().

a) f(z) = s, 2 €R.

" =t =z =logt = p(t),t €0, +o0], o' = /(t) = L.
Pf(z) = P(f(e(t)¢'(t)) = P(yz¢) = Pl—15 + 1) =
—log(l+1t)+logt+ C = —log(l+e")+a+C =.

b) f(z) = cos /7, x € [0, +00.
Vi=t=z=1=p(t),te|0,+c], 2 =¢(t) =2t
Pf(z) = P(f(p(t))¢'(t)) = P2t(cost) = 2tsint — 2P sint =
2tsint + 2cost + C' = 2y/xsin/z + 2cos/x + C.
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r=sint = p(t),t € [-5,5], ' =¢'(t) = cost.
Pf(x) = P(f(o(t))¢'(t)) = P\/1—sin®tcost = Pcos’t =
P3(1 + cos2t) = P+ 3Pcos2t = L(t + 3sin2t) + C =

P
1(t +sintcost) + C = i(arcsinz + 2v/1 — 22) + C.

Primitivacao de funcoes racionais.

Def. Uma funcao racional é uma razao de polinémios na mesma

variavel.

x3—37%+4 24+2r—1 x5
23 =522 4+8x—4> x3—a?+x—1" 2?—5x+6

sao exemplos de funcgoes racionais.
Uma funcao racional é propria se o grau do polinémio do denom-
inador é maior do que o do numerador. Uma funcao racional nao

proépria diz-se impropria.
Toda a funcao racional pode ser escrita como a soma de um

polinémio e de uma funcao racional propria.

1'3—25
—_— R(Z’) - z2275x+6'
223 — x |22 —5x+6

—22% + 1022 — 12x 2x

1022 — 13x



. 208 — & = 2u(a® — 5 +6) + 102> — 13z = R(x) = 20 + 9= 18r,

Agora, 102® — 13z 2% — 5z + 6

—102% + 50x — 60 10

37x — 60

e assim, R(x) =2z + 10 + x%ﬁ;%.

Def. Chama-se fraccao simples a uma funcao racional prépria do

tipo 45 ou ((xA5+B 7y, em que a,a, A, B,p,g € Rek €N

alog|lr —al sek=1
Note que Pﬁ =

a % se k> 1
O calculo de uma primitiva de ((mfg’)—ﬁﬁjg)k ¢ mais complicado.
Tem-se P A‘”)*fq = Ap+B arctg “F + g 2log((z — p)® + ¢%) e, para
k> 1, Pty = F5 P >12+1>k + s (997 + ),
em que P(t2+1) 2/:—2 (t%%)k*l + 312 gp(tQH)

Teor. Toda a funcao racional propria pode ser decomposta na

soma de fracgoes simples. Se R(x) = g(xg é uma fungao racional
propria,

a) Cada raiz real o de Q(x) de multiplicidade k£ d& origem a soma

~ : . a az ak
das k fraccoes simples: o) G ) 1a




b) Cada par de raizes complexas p + iq de Q(z) de multiplici-

dade k da origem a soma das k fracgoes simples: ((ﬁl]f)—izlg)k,
Aox+Bs Apx+By,
((@=p)>+g*)*=1 =777 (z—p)*+¢*”

Qx) — x3+x”

As rafzes de Q(x) = x° +2 = z(2*+1) sdo 0 com multiplicidade

1 e +¢ com multiplicidade 1.

1 _a Az+B
4+r T oz + 2241 =

l=a(2>+1)+ (Az + Bz &
l=ar>+a+ Az’ + Bxr <

l1=(a+A)2z’+ Br+a&

2

a+ A =0
< B =0
| @ =1 = A=-1

T o34 T 2241

PR(z) = P— = P1 — P = log |2| — 5log(2? + 1).

_ Pl _ 2225
2. R(ﬂ?) T Q(z)  a-br?4+8z—4"

1 é uma raiz de Q(x) = 23 — 52? + 8x — 4 = (z — 1)T'(x).



1 -5 8 A4

1 1 -4 4

1 -4 4 |0 Assim, 2°—5224+8r—4=(zx—1)T(x) =

(x—1)(2? —dx +4) = (x — 1)(z — 2)%

. raiz 1 com multiplicidade 1 e raiz 2 com multiplicidade 2.

222-5 _a b b
x3—br?+8z—4 ~ z-1 + (:c—12)2 + x—22 =

20 =5 =a(r —2)  +bi(x — 1)+ ba(z —1)(z — 2) &

20 — 5 = ax® — dax + 4a + bix — by + box® — 2box — byx + 20y &

202 — 5 = (a—l—bg)x2+(—4a—l—b1—3b2)x+4a—b1—|—2b2(:>
(
a + bg =2

S —4da+b; —3by =0

} = by =05, a= -3, by =3.
4a—bl+2b2 = -5

\

: _ 9?5 3 3 5
) R(Z’) T w3-bx?48x—4  z—1 + (x—2)2 + x—2"

3 —5x24+8x—4

PR(CU):PM—_S)_P_gﬁlJFP(x—Sz)?JFP%:

—3log|z — 1| — =% + 5log |z — 2].



