Primitivacao
A primitivacao € a operacao inversa da derivacao.

Definicdo: Seja f uma funcao definida num intervalo |

Qualquer funcao F definida e diferenciavel em | tal que
F'(x) = f(x), paratodo « € I,

diz-se umarimitivade fem |

f diz-se primitivavel em | se admitir uma primitiva em |

Naturalmente, s€ for uma primitiva dd, tambénF + C (em
queC € uma constante) € uma primitivatde

Mais, num intervalo, todas as primitivas de uma dada funcao
diferem de uma constante:

Proposicaa Sejam F e G duas primitivas denum intervaladl.
Entao, F e G diferem de uma constante.

Notacaa P«f(x), Pf(x) e j f(x)dx representam (em geral) todas
as primitivas dé.

Questbes
* [Pf(0)] =7
* Pdf(0] =2
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Propriedades das Primitivas

Proposicao Sejam f e g fungdes primitivaveis no intervalo | e
a € R. Ent&do, nesse intervalo, tem-se que:

1. P(f(x) + g(x)) = Pf(x) + Pg(x);
2. P(af(x)) = aPf(x):

H Atencdao: a primitiva do produtodo € o produto
das primitivas!!!

Proposicaa Se f € uma funcacontinuanum intervalg entdo f é
primitivavel nesse intervalo.

Mais:

Proposicao Se f € uma funcacontinua no intervald, para
cadax € l ey € R, existe uma e uma gtirimitiva F de fem |
tal que

F(Xo) = Yo.

F(Xo) = Yo — condic&o inicial do problema

A esta questao, de determinar a (Gnical!) primitiva que wearif
uma certa condicao inicial, chamafmblema de valores
iniciais ou Problema de Cauchy

Exemplo: Sabendo que a velocidade de uma particula é dada por
v(t) = €%, determine a lei do movimento, considerando que no
instante inicial se encontra na origem.
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Recordemos algumas regras de derivacao

Sendau e v fungdes derivaveise € R :

a' = 0;

U+v) =u +Vv;

(au)’ = au’;

(u.v) = uv+uv;

(4)' = L8 sev + 0; | em particular(4)" = —%]
(u®) = aqu u“‘l'

(JU)' = Q/_ c/ne N; « [resultath. doant. af = % |

(eh)' = u'eY;

(@)’ = u'a¥lna, c/a> 0; « [resulta do anterio}
(Inu) = L&

(log,u)’ = L4, c/a>0; « [resultado anterio}

(portanto, (log,gu)’ = <

(seru)' = u' cosu;

(cosu)' = —u'seny;
(tgu)' = u'sedu (recorde-se que sec= &
(cotgu)' = ~u'coseéu (recorde-se que COSRE i );
(arctgu)l = “' -
(arccotgn)' = --=; « [resulta do anteriof
arcsinu)’ = —4—;
( ) —
/ u/ . .
arccosl) = - , <« | resulta do anterio
(arccom)’ = ——i [ f
(seau)' = u'seautgu; e (cosecu)' — —u'cosea cotgu.
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Separando Propriedades sef e g sdo funcdes diferenciaveis
* f+o)'®) =fO+g®;
* (af)'(t) = af'(t), c/a € R;

* (f.g)'(t) =f'(Hgt) +f(Hg'(t);

f\/ f'(t)'g()-f()g' (1) .

e | [f(g(t)] =g (t)f'(gt)) |- derivacdo da composta

Derivadas conhecidas

* a =0;

© (x*) =ax*

* (Wx) = nv% , c/neN; « [resultatb. do ant. af = %]
* (e =eX

* (@) =a*Ina c/a>0; <« [resultado anterio}
* (Inx)' = %;
* (log,x) = -1, c/a>0; <« [resultado anterio}

. (senx)l = COSX;

e (cosx) = —serx;
* (tgx) =seex (recorde-se que SEC= <y );
. (cotgx)l = —coseé€x (recorde-se que COSBC- < );
senx /1
!
* (arctgq) = 15
* (arccotg)' = - =5, < [resulta do anterio}
* (arcsin) = —=—;
* (arccox) = ——L—; « [resulta do anteriof
J1-x2
* (sex) = secxtgx; e (coseo<>/ — —CcoSex COtgx.
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Algumas primitivas imediatas

Funcao Primitiva
sinx —cosx+ C
COSX sinx+ C
X%, (a # -1,x>0) X=+C

o+ In|x| + C
e arctarx + C
Jﬁ arcsink + C

Uma tabela de primitivas, € uma tabela de derivadas apeskent
ao contrario!

Nota: Pela regra de derivacao da fungdo composta,

(F(e(x)))" = ¢'OF'(p(x)).
Assim, seF € uma primitiva dd, entdoF(¢(x)) € uma primitiva
de o' (X)f(p(X)).

A versdo mais geral da tabela anterior é:

Funcao Primitiva
@' (X) sing(X) —cosp(x) +C
@' (X) cosp(X) sinp(x) + C
o+l
' 0P (@ + ~1,p(x) > 0) ZH—+C
9'(X)
0(X) Injp(x)|+ C
0'(X)
T o0 arctanp(x) + C
o' (X) .
— arcsinp(x) + C
1/1—[<P(X)]2 n(p( )
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Primitivas imediatas FUNDAMENTAIS :

Sendaou funcéo derivavel & € R :

* P(U'u*) = ¥ +C sea * -1;

a+l
* P(Ue") = e+ C;
* P(ua') = & +C,c/la> 0; « | dispensavel, vem da art.

* P(4) =Inu|+C;

* P(u'senu) = —cosu+C;

* P(u'cosu) =senu+C;
. P( 13;2 ) — arctgu + C;

e p %)zarcsemc;
—u

* P(u'secu) =tgu+C;
. P(u’coseéu) = —cotgu + C.
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Técnicas de Primitivacao
Primitivacéo por partes

Proposicaa Sejam f e g sdo funcdes com derivada continua no
intervalo[a, b].

Entao, neste mesmo intervalo,
P[f'(x)g(x)] = f(x)g(x) — P[f(x)g'(x)].

Primitivacdo por mudanca de variavel(ou substituicao
Notacaa para representdfg(t)) usa-se também a notacao:

f(a(t) = 100 |, gqe)-

Proposicao Seja f uma funcéo continua no intervalo | e
¢ . J - | uma aplicacao cuja derivada € continua e néo se
anula em J.

Entao,
Pf(x) = Pt[f(o()0' (D] ,100-

Observacéao 1 prova-se que uma funcao definida num intervalo
com derivada nao nula é invertivel.

Observacéao 2 existem versdes da primitivacao por substituicao
com hipoéteses ligeiramente diferentes, por ekutia funcéo
primitivavel no intervalo | e : J —» | uma aplicacéo bijectiva
com derivada continua”.

Uma das principais dificuldades na primitivacéo por stigto
reside na escolha da mudanca de variavel adequada!
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Algumas substituicoes aconselhadas
Senddf uma funcéo racional dos argumentos indicados,

Primitiva Substituicao

Pf(e*) X = Int

Pf(Inx) X = €l

Pf(x,x%,x%,..) X =1t", m=m.m.c(q,s,...)

Pf(x, (ax+b) T, (ax+ b)%,...> ax+b =t m=mm.c(q,s,...)

P/ a2 — b2x2 x = 2 sent

Pf(x,Jax2+bx+c>,a>O Jaxt +bx+c =t+ Jax

Pf(x,Jax2+bx+c>,c>O Jax2 + bx+c = tx+ JC

Pf(x,Jax2+bx+c>, Jaxt +bx+c = (x-at,
comb2—-4ac> 0 coma raiz deax? + bx+ ¢

* funcao racional de sem e cox — substituicaa [t =tg >

~ _ _ 2 _ 12 _
entaa | x = 2arctg  serx WY COSX WY tgx T

* Nota: ha casos particulares em que funcionam melhor outras
substituicoes. Por exemplo:

c/ funcdes rac de serfx, cos’x e tgx, asubstituicao

t =tgx | normalmente funciona melhor.
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Primitivacédo de funcdes racionaigpor decomposicad

Definicdo. Chama-séuncéao racional a qualquer fungcao que se
possa escrever na forncgag(—), comP e Q polinbmios de
coeficientes reais.

A funcéo racionaldiz-sepropria segr(P(x)) < gr(Q(x)) e
impropria caso contrario.

Fase 1 Para primitivar devemos sempre trabalhar com funcoes

racionais proprias!

* Qualquer funcao racional imprépr%\% pode escrever-se
na forma

polindmio+ f. rac. propria.

Basta fazer a divisdo d&(x) por Q(x).

Proposicao(Regra da divisag:

SendoP(x) um polindmio eQ(x) um polinébmio de graw 1,
existem sempre polindmid3(x) e R(x), univocamente
determinados, tais que

PO = Q). €09+ RX) -, comgr(R(Xx)) < gr(Q(x))-

cociente Resto da div.

Entao
\r_J

poli.

f. rac. propria
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Resta-nos ver como primitivar fungdes racionais proprias.

P(X)

a0y Uma funcao racional propria.

Seja

Fase 2 decompdem-s@(x) tanto quanto possivel como
produto de parcelas mais simples, isto €, de:

- constantes;

parcelas corresp.

7

- parcelas da form& —r)', ¢/l eN-» = _
as raizes reais

parcelas corresp.
- parc. da form&x? + bx+ ¢)*, c/k eN-> | a pares de raizes

Y

sem raizes reais compl. conjugadas

aglomerando as parcelas correspondentes as mesmas~+ages

amultiplicidade da raiz realr e k a multiplicidade das raizes de
X2 + bx+ ¢ (2 complexos conjugados).

EntaoQ(x) fica escrito na forma

x (X2 +byx+0c1) " x -

Y

parcelas corresp.  parcelas corresp.
as raizes reais a pares de raizes

compl. conjugadas

Q(X):$ X \(x—rl)'lx---

J

constante
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Fase 3 Determinar uma expressao da forma

A1
X—T

Ao ... A | n°deparcelas | =
2 I
(x—r) (x=r) — multipl. da raiz reat

_|_

para cada factofx — r)’

e uma expressao da forma

D; + E1X + D> + Eox 4ot Dy + Ex X
24 b 2 2 2 k
X“+DX+C  (x“+ bx+C) (X* + bx+0C)

n° de parc= k = multip. das raizes complexas
associadas & + bx+ ¢

para cada factaix2 + bx+ c)*

de tal modo que(% seja soma de todas estas parcelas.

* Chamam-séraccoes elementaregou fraccdes simples) as
funcoes racionais da forma

A o _ D+Ex
(X—r)" (X2 + bx+c)™

A4

sem raizes reais

Proposicao Toda af. rac. propria pode ser decomposta numa
soma de frac¢cOes simples nas condi¢des acima inicadas.

A decomposicéao anterior pode ser feita peiétodo dos
coeficientes indeterminados
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Fase 4(e ultima!): Determinar as primitivas das fraccoes
simples.

( Alnx-r|+C, sek =1

) P[ g ] =

(X_r)—k+l

-k
§ P[A(x—r)™] = A=2—+C, sek > 1

comC constante real.

° D+EX .
Parcelas daformm ;
Nao tendo raizes reais, o polindbmi®+ bx+ ¢ pode
escrever-se na forma
(x—a)? + B2,

sendax + (i as suas raizes.

Fazendo directamente as contas
(que dao sempre situacOesldgaritmo e/ou arctyjou com a

mudanca de variavel

X—a = pt

conclui-se que

D+Ex _ E )2 2 (Ea+D) X=a_
P[ [(X_amzﬂ EIn((x—a)®+ p?) + EPlarctg( £ ) + C

Nota: seE = 0 obtém-se sempre um arctg;Ee- 0 ou se obtém
s6 um logaritmo ou se obtém uma soma de um logaritmo e um

arctg.
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* Parcelas da forma-2&— | c/k > 1:

(x2+bx+c)

Decompondo o polinbmio como no caso anterior e com a
mesma mudanca de variavel, reduz-se esta situac&o acocalcul
de uma primitiva imediata e da primitiva

pl —L |
[(1+t2>kJ

Esta primitiva (ck > 1) determina-se por partes, fazendo

1 _1+t2-t%2 _ 1 o t?
(1+t2)% @+t @+t @ +td)¥
_ 1 1 2
L+t 2 = (1+)f
-

!

g

e baixando sucessivamente o grau do denominador.
Assim, por exemplo:

1 | _ 1 _ 1 2ty
P[ (l+t2)2J_P(l+t2) 2P(+. (1+t2)2) i
—

!

g

OIS =P( 1 )—l[—t 1 +P( 1 )}:
g:f)(1+t2)—1 1+t2 2L 1+t? 1+t2
- 3p(Ly )+ dts - darg s 3
2 \Tae) 2 1he " 2¥ 8t o e

Ana Matos (verséo de 3 Jan 08) Primitivas 13



