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Investigacao Operacional PROGRAMACAO LINEAR
2° Semestre — 2002/2003 Problemas Resolvidos

For mulacdo de problemas de Programacao Linear

O director de recursos humanos de uma empresa de construcdo civil pretende planificar os
recursos (operarios) necessarios para concluir uma obra que tem actualmente em curso. Esta
requer 80000 homens-hora, pretendendo a empresa conclui-la num prazo maximo de trés

semestres.

Os contratos de pessoal tém a duragcdo de um, dois ou trés semestres consecutivos. Cada
contrato tem um custo fixo para a empresa de 400 €, independentemente da sua duracéo (este
custo inclui um seguro de acidentes de trabal ho, entre outras parcelas) ao qual acresce o custo
de cada homem-hora que varia ao longo do tempo, sendo de 6 €, 6.5 € e 7 € respectivamente

para o primeiro, segundo e terceiro semestre de execucao da obra.

Foi estabelecido que o nimero de operdrios por semestre na ob nédo deve ser inferior a25 e

gue o numero de contratos de trés semestres ndo deve ultrapassar 15.

Considerando que cada operario tem um rendimento de 1050 homens-hora por semestre,
construa um modelo de Programac&o Linear que permita ao director de recursos humanos da
empresa decidir quantos operarios deverdo ser contratados, por tipo de contrato (sendo
necessario especificar o semestre em que 0s contratos sao iniciados, no caso dos contratos de

um e dois semestres).

Nota: 1 homem-hora € a quantidade de trabal ho realizada por 1 homem em 1 hora.

Exame de 5/7/2001 (adaptado)
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SY2. Decisdo atomar no problema:

“... construa um modelo de Programacgéo Linear que permita ao director de recursos
humanos da empresa decidir quantos operarios deverdo ser contratados, por tipo de
contrato (sendo necessario especificar o semestre em que 0s contratos sdo iniciados, no caso
dos contratos de um e dois semestres)”, tendo em vista, naturamente, a minimizagéo dos

Custos.

Definicdo das variaveis de decisao:

10 2 P
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7700

X

22

X

X11 —nUumero de contratos de 1 semestre, com inicio no 1° semestre
X12 —nUimero de contratos de 1 semestre, com inicio no 2° semestre
X13 —ndmero de contratos de 1 semestre, com inicio no 3° semestre
X21 —numero de contratos de 2 semestres incluindo o 1° e 2° semestres
X2 —nlimero de contratos de 2 semestres incluindo o 2° e 3° semestres

X3 —nUmero de contratos de 3 semestres

Nota: Poder-se-iam ter utilizado varidveis numeradas de X; a Xg, mas a notacdo anterior tem a
vantagem de ser auto-explicativa.
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cye - NUmerototal de homens-hora:
“...umaobra que tem actualmente em curso. Esta requer 80000 homens-hora...”
O numero de homens-hora de cada contrato é obtido multiplicando o rendimento por semestre

(1050 homens-hora) pelo nimero de semestres do contrato. No conjunto dos contratos tem-se:

1050 (Xll + X2+ X13+2 (Xz]_ + X22) +3 Xg) 3 80000 horas

- NUmero minimo de operarios por semestre:

“...0 numero de operérios por semestre na obra ndo deve ser inferior a25...”

Contabilizando os contratos que cobrem cada semestre:

1° semestre: X1+ Xo1 + X33 25
2° semestre; X2+ Xo1 + X2+ X332 25 > operdrios
3° semestre: X3+ X2+ X33 25

- NUmero méaximo de contratos de 3 semestres;

“... 0 nimero de contratos de trés semestres ndo deve ultrapassar 15”.

X3 £ 15 contratos

- Nao-negatividade:
X11, X12, X13, X21, X22, X33 0
ou
X11, X12, X13, X1, X22, X3T INo

(de facto, trata-se de um problema de programacéo linear inteira pois s6 sdo admissiveis

valoresinteiros para as variaveis deste problema).
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#9058 Funcéo Objectivo:

cye  Minimizagdo do custo total dos contratos, sendo o custo de cada contrato igual asoma de
duas parcelas. o custo fixo (400 € / contrato) e o custo variavel, resultante da soma, para o
nimero de semestres do contrato, do rendimento semestral multiplicado pelo custo do
homem-hora no semestre.

Min Z = 400 (X11+X12+X13+X21+X22+X3) } Custo fixo

Custo

+1050 [ 6X11 + 6.5X12 + 7X 13+ (6+6.5)K g1 + (6.5+7) Kz + + (6+6.5+7) %3] } verid/d
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SU2. Uma empresa petrolifera possui uma refinaria no Norte e duas unidades de produgéo de 0leos
lubrificantes, uma no Norte, junto arefinaria, e outrano Sul, que produzem trés tipos de 6leos

lubrificantes, o Normal, o Super e o Hiper, cuja composicdo € aindicada no quadro seguinte:

Aleo Composicéo (% de volume) Rendimento (litros/hora)
L ubrificante Oleo Base | Aditivo A | Aditivo B | Unidade Norte | Unidade Sul
Normal 90% 10% 1800 2000
Super 80% 15% 5% 1600 1500
Hiper 60% 10% 30% 1400 1000

As duas unidades tém uma capacidade de producdo de 2000 horas anuais cada uma, que se
dividem pela producdo dos trés tipos de 6leo lubrificante, com os rendimentos de producao
representados no quadro anterior. Cada hora de producéo da unidade Norte tem um encargo
de 1000€, e na unidade Sul de 900€.

O dleo base € produzido narefinaria (junto a unidade Norte) com um custo de 2€/litro. O
seu transporte para a unidade Sul acarreta um custo adicional de 0.2€/litro. A refinaria tem
uma capacidade de producdo de 6 milhdes de litros de 6leo base por ano. Quanto aos aditivos,
s80 adquiridos a fornecedores e custam 15€/litro e 20€/litro respectivamente para os aditivos
A eB.

Cada litro é vendido pela empresa a 6€/litro, 7€/litro e 10€/litro respectivamente para 0s
6leos Normal, Super e Hiper, e que se admite que o mercado tem capacidade anua para
absorver 3 milhdes de litros de 6leo Normal, 2,5 milhdes de litros de 6leo Super e 1,5 milhdes

delitros de 6leo Hiper.

a) Formule o problemaem programacéo linear que maximize areceita das vendas.
b) Qual anovafuncgdo objectivo caso se pretenda maximizar o lucro ?

Exame de 24/7/2001
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iEeise Resolucao:

sus Decisdo atomar no problema:
N&o esta explicita no enunciado a decisdo a tomar neste problema. Na alinea a) refere-se
apenas. “formule o problema em programacédo linear que maximize a receita das vendas’.
Estd, no entanto, implicito que se trata de um problema de programacéo ou planeamento da
producdo, em gue é necessario decidir aquantidade de cada um dostrés 6leos lubrificantes
a produzir em cada uma das refinarias, dados os recursos (limitados) existentes e a

capacidade de absorc¢éo do mercado.

Definicdo das variaveis de decisdo:
XN — quantidade de 6leo Normal a produzir na unidade Norte
Xgn — quantidade de 6leo Super a produzir na unidade Norte
XHN — quantidade de éleo Hiper a produzir na unidade Norte
. . . . litros/ano
Xns — quantidade de 6leo Normal a produzir na unidade Sul

X ss — quantidade de 6leo Super a produzir na unidade Sul

XHs — quantidade de 6leo Hiper a produzir na unidade Sul )

Nota: Os indices das varidveis foram escolhidos de modo a facilitar a sua identificacdo, mas
estas poderiam ter sido numeradas X1 a Xe.

Restricoes:
- Capacidade de producao dasrefinarias.

“As duas unidades tém uma capacidade de producdo de 2000 horas anuais cada uma, que

se dividem pela producéo dos trés tipos de 6leo lubrificante...”

Dividindo as variéveis de decisdo (nimero de litros/ano a produzr) pelo rendimento de producéo
(em litrog/hora) obtém-se o nimero de horas empregues anualmente na producdo de cada 0leo

[ubrificante. Globalmente tem-se;

Unidade Norte: X NN + XN +XHN £ 2000 horas
1800 1600 1400

Unidade Sul: Xns , Xss , Xns £ 2000 horas
2000 1500 1000
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s O Oleo base é produzido na refinaria (junto a unidade Norte)... A refinaria tem uma

sUS
Fa* capacidade de producéo de 6 milhdes de litros de 6leo base por ano.”

A guantidade de 6leo base empregue na producéo de cada um dos 6leos lubrificantes € obtida
multiplicando a quantidade de 6leo lubrificante a produzr pela respectiva percentagem (em volume)

de 6leo base. Global mente tem-se:

O-Q(XNN + XNS) + O8(XSN + Xss) + OG(XHN + XHS) £ 6>§.06 litros/ano

- Capacidade de absor cdo do mer cado:

“...e que se admite que o mercado tem capacidade anual para absorver 3 milhdes de litros

de 6leo Normal, 2,5 milhes de litros de 6leo Super e 1,5 milhdes de litros de 6leo Hiper.”

Oleo Normal: XNNt+ Xns £ 330°
Oleo Super Xon + Xgs £ 25>§.06 litros/ano
Oleo Hiper: Xun + Xus £ 1.530°

- Nao-negatividade:

XNNs XNs, XNy Xss, XNy XHs® 0

Funcao Objectivo:

a) Maximizacao dar eceita obtida com a venda dos 6leos lubrificantes:

Maz R = 6(XNN + XNS) + 7(XSN + XSS) + 10(XHN + XHS) €/ ano
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sus Maz L = Receitadasvendas- Custo do 6leo base - Custo de transporte do 6leo base

J_§’=.l.ﬂ..:‘

- Custo aditivos - Custo horas produgéo =

= B(XNN + Xng) + 7(Xsn + Xss) + 10(Xpn + XHs)

-2 [OQ(XNN + XNS) + O.8(XSN + XSS) + O.6(XHN + XHS)]
- 0.2 [0.90%6, + Xng) + 0.80$& + Xss) + 0.6(% + Xis)]
- 15 [0.10(Xnn + Xng) + 0.15(X sy + Xsg) + 0.10(Xpn + Xpg)]

- 20[0.05(X gy + Xsg) + 0.30(X N + Xn9)]

aXnn , Xsn, Xund | ggy @Xns , Xss | XusO

-1000 ¢ . ¢ :
&1800 1600 14004 €2000 1500 1000g

Receitadas
vendas

Custo do
6leo base

Custo de transporte
do éleo base

Custo do
aditivo A

Custo do
aditivo B

Custo das horas de
producéo (dos
oOleos lubrificantes)

€/ ano


Nuno Moreira


Nuno Moreira


Nuno Moreira


Nuno Moreira


Nuno Moreira


Nuno Moreira
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Investigacao Operacional PROGRAMACAO LINEAR
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A "Consulimo - Consultores Imobilidrios Lda" foi contratada para efectuar um estudo

sobre a construgdo de um novo imoével destinado a escritorios, com um total de 3 pisos,
possuindo o r/chéo uma area de 2000 m2 e cada um dos dois pisos elevados uma area de 2350

m2, destinadas exclusivamente a escritorios.

Em causa esta a determinacéo do nimero de fracgdes auténomas a criar no edificio dentro
das tipologias ja pré-definidas, e do nimero que cada uma destas possuird no interior do
mesmo. Estas fracgbes seréo servidas por uma zona comum gue ndo permite mais do que 25
portas nos pisos elevados e 10 portas ao nivel do r/chdo, considerando que cada fraccdo tera
acesso apenas por uma porta.

As tipologias ja pré-definidas possuem &reas de 40, 80, 150, 300 e 400 m2, sendo que o

promotor pretende construir um minimo de trés e um méximo de vinte fracgdes de cada tipo.

No seu estudo a Consulimo determinou ja os precos de venda para as diversas tipologias,
variando este preco de acordo com o piso em que o escritdrio vier a estar implantado. Assim,

para os escritdrios colocados no r/chéo os pregos de venda sdo de 550, 530, 495, 480 e 460

contos/m2 respectivamente para as tipologias de 40, 80, 150, 300 e 400 m2, aumentando estes

valores em 10% e 18% quando estes mesmos escritorios se situam no 1° e 2° andares.

Quanto adistribuicdo dos espacos, entende a Consulimo que é desgjavel que as diversas
tipologias ndo apresentem globalmente &reas muito diferentes pelo que sugeriu ao Dono de
Obra que as éreas afectas a cada tipologia nunca ultrapassem a relacéo 4:1 entre quaisquer

duas tipologias.

Conhecedora das dificuldades que a esperam a Consulimo contratou-0 a Si, como
especiadlista que € nestas questdes da Investigacdo Operacional, para formular em

programacao matematica o problema acima exposto.

Exame de 6/7/1999
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5Us  Decisdo atomar no problema:
==

“Em causa esta a determinacéo do numero de fracgdes autbnomas a criar no edificio dentro
das tipologias ja pré-definidas’ que, naturalmente, maximize a receita obtida com a venda das

fraccOes.

Como ha 3 pisos com diferentes caracteristicas (area e/ou nUmero maximo de portas e/ou
preco de venda das fraccdes) é necessario ter em conta o piso pelo que a decisdo a tomar é de
facto o nimer o de fraccfes autdnomas de cada tipologia a criar em cada piso do edificio.

Definicdo das variaveis de decisdo:

Xij —numero de fracgOes datipologiai aconstruir no piso j

Definicdo de indices":
Tipologia das fraccoes: indicei i=12345

sendo: Tipologia 1 (i=1) — &rea de 40 m?
Tipologia 2 (i=2) — &rea de 80 m?
Tipologia 3 (i=3) — &rea de 150 m?
Tipologia 4 (i=4) — &rea de 300 m?

Tipologia 5 (i=5) — &rea de 400 m?

Piso: indicej j=1,23
sendo: Piso 1 (j=1) — rés-do-chdo
Piso 2 (j=2) — 1° andar

Piso 3 (j=3) — 2° andar

' Ver Notano final da resolucéo.

10
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B s A — area de cada fraccdo datipologiai A1=40 )
sUS
i A>=80
A3 =150 > m2
A4=300
A5 =400
J
P; — preco de venda de cada fraccéo da P1 =550 )
tipologiai no piso 1 P, =530
P3 =495 \  contos/m”
P, =480
Ps = 460

Restricoes:

- Areatotal de cada piso:

“...possuindo o r/chdo uma area de 2000 m2 e cada um dos dois pisos e evados uma area

de2350 m2...”
3 2
-alAi X, £ 2000 m (piso 1)
i=
3 2
S A X;£2350 m =23 (Pisos 2 e3)
i=1

- Numero maximo de fraccfes em cada piso:

“Estas fraccOes ser@o servidas por uma zona comum que ndo permite mais do que 25
portas nos pisos elevados e 10 portas ao nivel do r/chdo, considerando que cada fraccdo tera
acesso apenas por uma porta.”

5
a X £10 fraccdes _
i=1 (piso 1)

5
al Xij£25  fracgOes j=23 (pisos 2 e 3)
1=

% Ver Notano final da resolucao.
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- NUumero minimo e maximo de fracgdes de cada tipologia:

“...0 promotor pretende construir um minimo de trés e um maximo de vinte fraccdes de

cadatipo.”

3
a X33 fracches
$

a X;j£20 fraccOes

- Relacdo entre as areastotais de quaisquer duastipologias.

“...(a Consulimo) sugeriu a0 Dono de Obra que as areas afectas a cada tipologia nunca

ultrapassem arelacdo 4:1 entre quaisquer duas tipologias.”

T e
X
H
D
|
L
(3

T o
X

- N&o-negatividade:
j=123

ou
(asvariaveis neste problema séo inteiras).

Xij3 T INg
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l%gE iv'f“ Funcao Objectivo:
5US

J=xzaa-a

R

Maximizacdo da receita obtida com a venda das fraccfes - corresponde a soma da receitas
obtidas para cadatipologiai. A receita por tipologia é idéntica a soma do nimero de fraccoes
em cada piso multiplicadas pela respectiva &rea A; e preco de venda do m?, que é P, no piso 1,
1.1P, no piso 2 (aumento de 10%) e 1.18P; no piso 3 (aumento de 18%). Pondo em evidéncia

os factores comuns A e P, resulta:

5
Max Z=8 PA, (X +1.1X;, +1.18X,53)
i=1

Nota: O uso dosindicesi, j e das constantes Aj e P, permite escrever as restricdes do modelo
de forma compacta, fazendo-o com 8 expressdes em vez de 51! Por exemplo, para as
restricdes gue relacionam as éreas totais de quaisgquer duas tipologias utilizou-se apenas uma

expressao genérica, enquanto se se pretendesse explicitar todas as restricdes deste tipo seria
necessario escrever 5 x 4 = 20 restricoes.
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